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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux exposés dans cette these se regroupent suivant trois axes : la convergence
des fonctions Bochner-intégrables, la convergence des intégrales fonctionnelles et la
convergence des applications vectorielles.

Lesidées et techniques qui y sont utilisées et devel oppées ont de nombreux points com-
muns : utilisation de I’ analyse multivoque, de I’ analyse variationnelle, d’ approximations
lipschitziennes, de la notion de tension (“tightness’) ... En toile de fond, des problemes
de mesurabilite, de semi-continuité et, bien sir, de convergence se retrouvent dans |’ en-
semble de ces travaux.

Bien que les mesures de Young ne soient jamais explicitement utilisées, on fait appel
a de nombreuses techniques issues de cette théorie et inspirées par la lecture de [Bal-5]
et [V6-9].

Les trois premiers chapitres sont indépendants. Les chapitres |11 et IV sont fortement
liés : le quatrieme donnant des applications stochastiques aux résultats du troisieme.

La these est organisee comme suit :

Le chapitre | est en partie issu d'un travail fait en collaboration avec E. Balder et
M. Girardi ([BGJ]). Il traite de problemes de convergence des suites de fonctions dans
L1,. Pour cela, on utilise un critére de restriction d' oscillations introduit par M. Girardi
dans [Gil]. On y étudie successivement les relations entre convergence faible, conver-
gence forte, convergence en mesure et convergence limitée.

Le chapitre Il expose un travail fait en collaboration avec C. Castaing. On s intéresse a
I épi-convergence des fonctionnelles intégrales définies sur I’ espace des mesures a varia
tion bornée, dans le méme esprit que [GS] et [Re]. De telles fonctionnelles apparai ssent
dans la théorie de la rafle sous la forme d’'intégrale de fonction support d’une multi-
fonction. Cela nous a amené a étudier la convergence des multifonctions d’ une part, et a
appliquer nos résultats a des problemes de stabilité dans la rafle du premier et du second
ordre, d autre part.

Dans les chapitres |11 et 1V, on s'intéresse aux applications a valeurs dans un treillis
de Banach.
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Le chapitre I11 traite de |’ approximation lipschitzienne des applications vectorielles.
Ce probléme nous a été inspiré par le réecent résultat de A. Gavioli ([Ga]) concernant |’ ap-
proximation des multifonctions. Dans le but d’ obtenir une approximation, et a |’ aide des
travaux de J.M. Borwein, J.P. Penot et M. Théra, on étudie la semi-continuité inférieure
des applications vectorielles. Par la suite, dans le méme esprit que [A], on Sintéresse a
la convergence des applications vectorielles.

Dans le chapitre 1V, on utilise les résultats et les outils développés au précédent
chapitre pour obtenir des résultats de convergence du type loi forte des grands nombres
et théoreme ergodique pour des intégrandes vectoriels, ainsi qu’une caractérisation de
leur espérance conditionnelle.

Une conclusion générale explicitant certains problémes rencontrés et d’ autres points
non encore explorés, termine la these.

Par commodité, |es références bibliographiques des quatre chapitres ont &té regroupées
alafin de la these.

Les références a un résultat d’ un autre chapitre sont précédées du numéro du chapitre
en chiffres romains : la proposition 2.3 du chapitre I11 est citée “Proposition 2.3” au sein
du chapitre 111, mais “Proposition 111.2.3” dans tous les autres.



CHAPITRE |

CRITERES DE CONVERGENCE DANS L1,

1. Introduction.

Récemment, M. Girardi ([Gil], [Gi2]) a donné une condition nécessaire et suffisante
pour qu’'un sous-ensemble faiblement compact de L soit fortement compact ; cette
condition se présente sous la forme d’un critére de restriction d’ oscillations : le critere
Bocce. Dans [Ba5], E.J. Balder donne une version sequentielle du résultat de M. Girardi
via les mesures de Young. Dans [V8], M. Valadier a étudié plus précisément différents
criteres. Plus recemment, B. Bernoussi ([Br]) a obtenu un certain nombre de résultats dans
la méme veine que [Gil]. On peut auss citer les travaux bien antérieurs de J.K. Brooks
et N. Dinculeanu ([BD1], [BD2)).

Dans ce chapitre, on reprend des résultats contenus dans [BGJ] et [Jb] : on donne
des variations du critere Bocce et on étudie leurs relations avec la convergence forte et
la convergence en mesure dans I’ espace L},. Finalement, via la notion de convergence
limitée, on donne des versions faibles des criteres de restriction d’ oscillations.

2. Notations. Critéres de restriction d’oscillations.

Soit (Q, F, ;1) un espace probabilise complet. On note 7+ I’ensemble des &éments
de F de mesure strictement positive et pour A € F, F*(A) I’ensemble des ééments
de F* inclus dans A. Pour tout A € F, 1, représente la fonction caractéristique de A.
Soit £ un espace de Banach séparable de norme || - || et B(z,r) la boule fermée de E
de centre z et de rayon r. On note L1, (Q) I’ espace des (classes d') applications Bochner
integrables de 2 dans E.

On rappelle qu’un sous-ensemble ‘H de L1, est dit uniformément intégrable s

lim sup |lu||dpw =0 .
et ueH J]uf>d]
Ceci est équivaent a

sup ||u < 4oo et lim sup ulldp=0.
s full, JJim sup [ u
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Définition 2.1. Pour tout A € F et u € L%, on définit respectivement, la moyenne et
I’ oscillation de Bocce de u sur A par

9/
ma(u) i = —— ud
1
Bocce-osc u ::—/ u—ma(u)|du,
= oy ], lu = mal dg

avec la convention 0/0 = 0.

Remargue 2.2. On a les inégalités suivantes ([V8]) :

mat) = ma@)] < | Law — Lav]l,
[ mae) = ma)ldp < Law—Laol,,

De plus, I'application A — p(A) BOCCG—OSCU‘A est croissante ([Gil, Remark 2.4]).

Définition 2.3. On dit qu'un sous-ensemble H de L1, est tendu s pour tout € > 0, il
existe une multifonction I'. (de graphe) mesurable de €2 dans les compacts non vides de
E, telle que

VueH, p{weQ:uw)¢l(w)}) <e.

Remarque 2.4. Sans perdre de la généralité, on peut supposer que pour tout w € 2, I'(w)
est un convexe compact de E contenant 0 ([CV]).

On présente a présent divers criteres de restriction d’ oscillations.
Définition 2.5. Soit (u, ), une suite de LL,.

La suite (u,,) vérifie le critere Bocce si pour tout € > 0 et tout B € FT, il existe
C e F*(B) et N € N tels que

Bocce-0sCu, |, < ¢, (Bo)

pour tout n > N.
Lasuite (u,,) vérifiele critere (B1) si pour tout € > 0, il existe N € N et une partition
mesurable (A;)?_, de Q avec u(Ap) < e tels que

<e

Bocce-oscu,|, <e,

(B1)

pour tout i € {1,...,p} et tout n > N.

Lasuite (u,,) vérifiele critere (B2) s pour tout e > 0, il existe une partition mesurable
(A;)P_, de Q avec u(Ap) < e telle que pour tout ¢ € {1,...,p} ettout C € FT(4;), il
existe N € N avec

Bocce-0sCu, |, < ¢, (B2)

pour tout n > N.
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Ces trois criteres ont les versions “limites’” plus faibles suivantes :

Définition 2.6. Soit (u,,), une suite de L1,.
La suite (u,,) Vérifie le critere Bocce séquentiel si pour toute sous-suite (uy, ), de
(un)n, tout B € FT et tout e > 0, il existe C € F*(B) tel que

liminf Bocce-0SC uy,,, |, < € . (seg-Bo)

k—o0

La suite (u,) Vérifie le critére (B1) séquentiel si pour toute sous-suite (uy, ), de
(un)n €t tout e > 0, il existe une partition mesurable (A4;)Y_, de Q avec u(Ap) < ¢ telle
que

liminf Bocce-osCu,,,

k—oo

|Ai <e, (Seq_Bl)

pour tout i € {1,...,p}.

La suite (u,) Vérifie le critére (B2) séquentiel si pour toute sous-suite (uy, ), de
(un)n €t tout e > 0, il existe une partition mesurable (A4;)Y_, de Q avec u(Ap) < ¢ telle
que

Iikrﬂiogf Bocce-0sC uy,, |, < €, (se-B2)

pour tout 7 € {1,...,p} ettout C € FT(A;).

Remarqgue 2.7. Un critére du type (Bo) a été introduit par M. Girardi dans [Gil]. Le
critere (Bo) donnéici est di a M. Valadier ([V8]). Le critere (seq-Bo) est di a E.J. Bal-
der ([Ba5]). Dans la suite, un critére de restriction d oscillations référera a un critére
guelconque des définitions 2.5 et 2.6.

Proposition 2.8. Pour toute suite de L1, on a les relations suivantes :

(B2) — (Bo) < (B1)
(seg-B2) = (seg-Bo) < (seq-Bl)

Preuve. Montrons d'abord (B2) = (Bo) : soit (u,), une suite de L% vérifiant (B2),
e >0, Be F, & =inf{e,u(B)} et (A;)F_, la partition donnée par (B2) pour
e’. Comme u(Ag) < € < p(B), ona u(B\ 4p) > 0. Il existe donc iy > tel que
w(BNA;) > 0.1l est dors facile de voir que (Bo) est vérifié pour C = BN A;,.

Montrons a présent que (Bo) = (B1) : soit (uy,), une suite de L, vérifiant (Bo) et
e > 0. Il existedonc C € F* et Nc € N tels que pour tout n > Ng,

Bocce-0sCuy |, < ¢ . (2.8.1)

Soit £; I'ensemble des C' € FT vérifiant (2.8.1), j; le plus petit entier tel qu’il existe
C e & avec u(C) > 1/j1 et By untel C. On construit alors des éléments By, de F+ et
des entiers j; par récurrence :
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S w(UEZ!B;) <1 — ¢, soit & I'ensemble des C' € F* (Q\ (U] By)) vérifiant
(2.8.1), ji le plus petit entier tel qu'il existe C' € & avec u(C) > 1/jx et By untel C.
Il existe p assez grand, tel que

m (U Bi> >1—¢. (2.8.2)
1=1

Sinon, on pourrait construire une suite (By, jx) € F+ x N. Soit dlors C € FH(Q\
U2, B;). Comme (2 est de mesurefini, lasuite (jx ) convergerait vers!’infini. Il existerait
donc ¢ tel que p(C') > 1/(j, — 1). Comme C € &,, cela contredirait la construction de
Jq-

En utilisant alors (2.8.2), il est facile de voir que la suite (u,,),, Vérifie (B1) avec
Ag=Q\ (UV_Bi), Ay =By,..., A, =B, et N =sup{Np, :i =1,...,p}.

Finalement, montrons que (B1) = (Bo) : soit B € FT et 1 > ¢ > 0. Il existe
N € N et une partition mesurable (A4;)7_, de Q avec ;(Ag) < Su(B) tels que

Bocceosr:un\Ai < %u(B) (2.8.3)

pour tout n > N ettout i € {1,...,p}. SoitI ={i e {1,....p}: u(A;NnB) >0} Il
est clair que I est non vide. Supposons que quelque soit ¢ € 1, (uy,), he vérifie pas (Bo)
avec C' = A; N B. |l existe donc une sous-suite (uy, )r de (u,,), telle que

Bocce-osc u,,, > e (2.8.9)

|4

pour tout £ € N et tout 7 € I. En utilisant (2.8.4), la croissance de |’ application A —
w(A) BocceLOSCu\ 4 €t (2.8.3), on obtient la contradiction suivante :

cu(B)= " en(A;NB)

i€lu{0}
<eu(AgN B) + Z 1(A; N B) Bocce-0SC uy,,,
il

<ep(Ao) + ) p(A;) Bocce-oscuy, | ,

i€l

g

n(B) + Z 5#(141')#(3)

i€l

< Su(B)+ Su(B) = eu(B).

A;NB

82

<
2

On en déduit qu'il existe C = A;,N B € F* et N € N tels que Bocce-oscu,, oS¢
pour tout n > N, et donc que (u,,) Vvérifie (Bo).
La preuve de (seqg-B2) = (seg-Bo) <= (seg-B1) est similaire. [
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3. Convergence forte dans L.

Dans cette partie, on montre que les critéres de restriction d'oscillations sont des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’ une suite tendue faiblement convergente de
L1,(9Q) soit fortement convergente. Pour £ = R, le résultat est connu ([Gil], [Gi2],
[Bab], [V8]). Dans [BGJ], le résultat est démontré lorsque E est un espace de Banach
guelconque en utilisant des techniques proches de la théorie des mesures de Young. On
propose ici une preuve différente inspirée de [Gil], [V §], [Jb].

Théoréme 3.1. Une suite (u,,), de LL(2) converge fortement vers v € LL(Q) s et
seulement s

(1) la suite (uy,), converge faiblement vers v ;
(2) la suite (u, ), Vérifie un critére de restriction d’ oscillations ;
(3) la suite (u,,), est tendue.

Pour démontrer ce résultat, on utilisera les lemmes suivants :
Lemme 3.2. Une suite de LL(£2) qui converge en mesure est tendue.

Preuve. Soit (u,,), une suite de L1 (£2) qui converge en mesure vers uy € L, (Q2). Pour
chague entier n € N, considérons A\, = u,u la mesure positive bornée sur £ image
de p par I'application mesurable u,,: 2 — FE. Comme E est un espace de Radon
(puisqu’il est séparable), A\, est une mesure de Radon. Pour toute fonction continue
bornée ¢ € C*(E), on a

M) = [ 6(ua() du) (3:21)

Il est facile de voir que la convergence en mesure de (u,, ), vers u entraine la converge
étroite de (A, ), vers \g. Sinon, il existerait ¢ € C°(E) et une sous-stite (u,, )x de (u,)n
convergeant p-presque partout vers ug et tels que A, (¢) ne converge pas vers \o(¢).
D’apres (3.2.1), ceci contredit le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue. La
suite (\,),, est donc tendue dans |’ espace des mesures de Radon sur E ([DM, 111.59]),
ce qui implique que la suite (u,,), est tendue dans L. O

Le lemme suivant généralise un résultat antérieur de C. Castaing ([C2]).

Lemme 3.3. Soit H un sous-ensemble de L1, () uniformément intégrable et tendu. Alors
Ap :={mp(f): f € H} est relativement fortement compact dans £ pour tout B € F+.

Preuve. Comme pour tout B € F+, I'ensemble {1gu : v € H} est aussi uniformément
intégrable et tendu, il suffit de montrer que Ag, est relativement fortement compact.

Fixons 6 > 0. Grace a |’ uniforme intégrabilité de H, il existe & > 0 et ¢ > 0 tels que
pour tout A € F de mesure inférieure a e, on ait

sup / luldu<6/2 e sup lull du < /2.
ueH JA weH J[||ul|>q]
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Soit I le multifonction donnée par la définition 2.3 et AS = T'. NB(0, o). Comme A
est & valeurs convexes compactes et est intégralement bornée (i.e. |[A%|| = sup{||z| : = €
A2(-)} € Ly, (), le sous-ensemble K = { [, A duu} est convexe et compact dans E
([CV, Theorem V.15]). Pour u € H, soit aprésent A5, = {w € Q:u(w) € '.(w)}. Ona
w(2\ A3) < e. Comme pour tout v € H,

[llull<a]

I’ensemble A;* := {fmu”@} ul e dp:w € H} est relativement compact dans E. De
plus, la distance entre A;;" et Aq est au plus § puisque

| [wdn= [t < [ uldes [ et de<e
Q (llull<a] (lull>a] Q2

pour tout u € H. On en déduit que A, est relativement fortement compact dans E. [

Lemme 3.4. Pour tout v € LL(Q) et tout e > 0, il existe une partition mesurable
(A;)P_, de Q avec p(Ap) < ¢ telle que

BOCCG—OSCu|A <e

pour tout i € {1,...,p} et A€ FH(A4,;).

Preuve. Soit u € L} () et e > 0. D’ aprés la mesurabilité de « ([DU, Corallary 11.1.3]),
il existe une fonction v mesurable denombrablement étagée telle que [lu — v| .. <¢e/2.
Lafonction v est delaforme >~ .7, x;4; ol z; € E et (A;); est une F*-partition de Q.
Pour p assez grand, on a (2 \ U)_; 4;) < e. On pose 4y = [J!_, A;. On a aors pour
tout: € {1,...p} ettout A € F+(4,),

Bocce-oscv| , =0

et donc
1
Bocce-oscu| , < —/ |u — v|| du + Bocce-oscv|
1(A) Ja

1
+ /A Imaw) — mau)] du
<e/24+0+¢/2=¢.

Ce qui prouve le lemme. [

Finalement, on donne un lemme assez &émentaire.
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Lemme 3.5. Soit (X, d) un espace métrique complet et (X ), une suite de X telle que
pour tout € > 0, il existe un compact K. de X vérifiant

liminfd (X, K.) <e.

k—oo

Alors la suite (X} ), admet une sous-suite convergeant dans X .

Preuve. Soit p € N* et ¢ = 1/p. Par hypothese, il existe un compact K, de X et une
sous-stite (X, (x))x de (Xi)x telle que pour tout £ € N,

d (X, ), Kp) <2/p.

Il existe donc pour tout £ € N un élément Yj;(k) de K, tel que

d (XTp(k%YTZ;(k)) <4/p.

Comme K, est compact, on peut extraire de (YTZ (k))k une sous-suite (Yj; (k))k qui
converge dans K. Sans perdre de la généralité, on peut supposer que pour tout p € N*,
(YT;H(,C))k est une sous-suite de (YT;(k))k. Considérons alors la suite diagonale (X)), =
(Xrr(r))r- Il suffit de montrer que (X,.), est une suite de Cauchy dans X : soit 6 > 0
etpe Navecp>16/6.On a

YP

d(X,—X,)<d (XT;<T>,YP ) +d (Yp TS/(S)> +d (YQ(S),X%(S))

7 (7) m(r)’

§4/p+d(Yp Y? >—|-4/p

m.(r)? T ri(s)

p p
<0/2+d(Yh) Vi)

Comme lasuite (YTIZ(’C))’“ converge dans K, pour r et s assez grands, onad (X, — X;) <

6/2+ 6/2 = 6. On en déduit que (X,), est une suite de Cauchy dans X. [

Preuve du théoréme 3.1. Soit (u,), une suite de L1 (Q2) qui converge fortement vers
u € LL(Q). Il est clair qu'elle converge faiblement vers u et d aprés le lemme 3.2, elle
est tendue. Montrons qu’ elle vérifie le critére le plus fort : (B2). Soit ¢ > 0 et (4;))_,
la partition donnée par le lemme 3.4 avec ¢/3. Fixonsi € {1,...,p} et A € FT(A4;). Il
existe N € N tel que Vn > N, |lu,, — uHL1 < Su(A). On aalors pour tout n > N,

1
Bocce-0sC uy, |, < m/ [ tn, — u| dp + Bocce-oscu
H A
ol
+ — ma(u) —ma(uy,)| du
A A|| (u) (un)]]
<e/3+¢/3+¢/3=¢.

Montrons & présent la réciproque : soit (u,,) une suite tendue convergeant faiblement
vers u dans LL,(Q) et vérifiant le critére le plus faible : (seg-B1). Il suffit de montrer
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que de toute sous-suite de (u,,) On peut extraire une sous-suite qui converge fortement
Vers u.

Soit (ug ) une sous-suite de (uy, ), € ¢ > 0. Comme la suite (uy ) est uniformément
intégrable ([BD1]), il existe § > 0 tel que

VAeF, plld)<é = sup/ lug|l dp < e/2. (311
kJa

Par le critére (seg-B1), il existe une partition mesurable (4;)Y_, de © avec u(Ap) < 6
et tel que pour tout i € {1,...,p}

g
dp < Sp(Ai) -

k—o0

Iiminf/ |lug — ma, (ur)la,
A;

En sommant sur i € {1,...,p}, on trouve

p
Iikminf/ lux = > ma, (ur)la,|l dp < %H(Q \ Ag) <e/2. (3.1.2)
=0 JO\Ag

=1

D’autre part, par (3.1.1), pour tout £ € N on a

p
fimint [ e — >, (u) L, | dps = Iiminf/ lwlldp<e/2. (313
Ao k—oo J A,

k—o0 -
=1

En regroupant (3.1.2) et (3.1.3), on trouve

p

|Ikl’llogf Huk — Zl ma, (uk)lAi
1=

nga.

Montrons que K. := {>"%_, ma, (ux)1a, : k € N} est relativement compact : d'apréesle
lemme 3.3, les ensembles A 4, := {m 4, (ux) : k € N} sont relativement compacts pour
tout : € {1,...,p}. De plus,

p
K. C ZAAilAi .

i=1

On en déduit la relative compacité de K.. Le lemme 3.4 permet alors de conclure que
(ux) posséde une sous-suite convergeant fortement dans LL(Q2) vers v € LL(Q). De
plus, comme elle converge faiblement vers u, on en déduit que v = v. Ce qui finit la
preuve. [J
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4. Convergence en mesure dans L.

Dans cette partie, on relie les criteres de restriction d’ oscillations avec la convergence
en mesure dans L,(Q). Pour cela, on utiliserale Biting Lemma qu’ on rappelle ci-dessous

([C8)).

Lemme 4.1. Soit (u,), une suite bornée dans L1,(Q2). Alors il existe une sous-suite
(tn, )i de (u,)y, €t une suite croissante (A ), dans F telles que

(D) lim p(4y) =1;
(2) la suite (14, un, )r €st uniformément intégrable dans L1,(Q2) ;
(3) lasuite (1g\ 4, un, )r CONVerge vers 0 en mesure.

Théoréme 4.2. Soit (u,,), une suite bornée tendue dans L1, (Q) vérifiant un critére de
restriction d’ oscillations. Alors il existe une sous-suite (u,, ), de (uy), €t une suite
croissante (Ayg ), dans F telles que

(D) lim pu(A) =1;
(2) la suite (14, un, )r converge fortement dans L1(Q) ;
(3) lasuite (1o 4, un, )r CONVerge vers 0 en mesure.

En particulier, la suite (u,, ), converge en mesure.

Preuve. Soit (u,), une suite bornée dans L1 () vérifiant le critére le plus faible :
(seg-Bo). Appliquons le lemme 4.1. |l suffit alors de montrer que la suite (1.4, uy, )k
vérifie le critere (seg-Bo). En effet, comme elle est tendue et uniformément intégrable,
d apres [ACV, Théoreme 6], on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente.
Le théoreme 3.1 permet alors de conclure. Montrons donc que (14, u,, )r Vérifie (seg-
Bo) : soit une sous-suite de (14, u,, )r encore notée (14, u,, )k, € > 0 € B € FT,

Comme la suite (Ay) croit vers Q, il existe kg € N tel que B = BN Ay, € FH. I
existe donc C' € F*(B) tel que

liminf Bocce-0SCuy, |, <€ . (4.2.1)

k—o0

De plus, pour tout k£ > kg, ona C' C B C Ap, C Ay, et donc

Bocce-0sC uy,, | . = Bocce-0sc (14, uy, )|

o ¢

On déduit aors de (4.2.1) que

liminf Bocce-0sc (14, un, )|, < €.

k—oo
Ce qui prouve que la suite (14, u,, )i Vérifie (seg-Bo). O

On obtient comme corollaire immédiat le résultat suivant :
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Proposition 4.3. Soit ¢: Q x E — R un intégrande normal (i.e., v est F ® B(E)-
mesurable et pour tout w € €, I'application z — ¢ (w, z) est semi-continue inférieu-
rement sur E) et (u,), une suite bornée et tendue dans L}, (Q) vérifiant un critere
de restriction d'oscillations. On suppose de plus que la suite des parties négatives
([&0(-;un(-))] "), est uniformement intégrable. Alors il existe u € Ly (€2) limite en me-
sure d’ une sous-suite de (u,, ), tel que

n—oo

/w w, u(w)) dp(w) < liminf w(w Up(w)) dp(w) .

Preuve. Soit o € R défini par

o= Iiminf/QzZJ(w,un(w))du(w) :

n—oo

Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que

o= Jim [ ol un@) du(o)
D’ apres le théoréme 4.2, la suite (u,), admet une sous-suite qui converge en mesure
vers un u € L1 (Q). En utilisant alors une extension du lemme de Fatou (cf., [V6,
Theorem 6] ou [Bal]), on trouve le résultat. [

5. Convergence limitée. Criteres faibles.

Dans [BGJ], les criteres de restriction d oscillations sont aussi appliqués a la conver-
gence limitée introduite par E. Balder dans [Ba3].

Définition 5.1. Une suite (u,, ), de L1, () converge de fagon limitée vers u dans L1, ()
s

lim /Q 0 (@, (@) — u(w)) dp(w) =0,

pour toute application g: Q x £ — R veérifiant
(i) g est F ® B(F) mesurable ;
(i) g(w,0) =0 pour tout w € 2 ;
(iii) g(w,-) est o(FE, E")-continue pour tout w € €2 ;
(iv) |g(w,")| < C| - || + ¢(w) pour tout w € Q, pour un C > 0 et ¢ € L ().

Remargue 5.2. La convergence limitée est plus faible que la convergence forte mais plus
forte que la convergence faible. Lorsque E est de dimension finie, la convergence forte
et la convergence limitée coincident ([BGJ]).

Dans [BGJ, Theorem 3.8], il est demontré le résultat suivant :
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Théoreme 5.3. On suppose que E’ possede la propriété de Radon-Nikodym. Une suite
(un)n de LL(Q) converge de fagon limitée vers v dans LL,(Q) s et seulement s

(1) la suite (uy), converge faiblement vers u dans LL () ;
(2) pour tout 2’ € E, la suite ((u,,z’)), Vérifie un critere de restriction d oscilla-
tions.

Le résultat suivant relie la convergence limitée avec la convergence forte.

Théoréme 5.4. Une suite (u,,),, de L1 (Q) converge fortement vers u dans LL(2) s et
seulement si (u,,),, est tendue et converge de fagon limitée vers u dans L1, (9).

Des deux précédents résultats déecoule la nouvelle formulation du théoreme 3.1 :

Théoreme 5.5. On suppose que E’ possede la propriété de Radon-Nikodym. Une suite
(un)n de LL(Q) converge fortement vers u dans L1, (Q) s et seulement s

(1) la suite (uy), converge faiblement vers u dans LL () ;

(2) pour tout ' € E’, la suite ((u,,x’)),, Vérifie un critére de restriction d' oscilla-
tions ;

(3) la suite (uy,), est tendue dans L1,(2).

Pour prouver le theoreme 5.4, on utilisera le lemme suivant :

Lemma 5.6. Pour qu’une suite uniformément intégrable (u.,),, de L1 (Q) converge for-
tement vers la fonction nulle, il suffit que pour tout M € N, la suite des troncatures
(ud?'),, converge fortement vers la fonction nulle, ol w2’ := 1y, | < tn-

Preuve. Soit M > 0. Pour tout n € N, on a

lanll 2 < ]+ ot — a1, <l + A ol G82)
Unp || >

Pour tout § > 0, comme la suite (u, ), est uniformément intégrable il existe M assez

grand tel que
[ luldu<e.
[llenll>M]

On déduit aors de (5.6.1) que

M

0 < limsup Jup| , <limsupluy'|| , +6=46.
n n

I,
D’ou le résultat.

Preuve du théoreme 5.4. La condition nécessaire provient de la remarque 5.2 et du
lemme 3.2. Montrons la condition suffisante. Soit (u,,),, une suite tendue qui converge
de fagon limitée dans L1 (€2). Sans perdre de la généralité, on peut supposer que u = 0
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et par le lemme 5.6, que les fonctions «;, sont uniformément bornée dans L% (€2) par un
M > 0. Pour tout k£ € N*, on considére la fonction ¢ : Q2 x £ — R définie par

(0.2 = { —|z||, s x€Tk(w),

M, sinon,

ou I'y;, est la multifonction donnée par la définition 2.3 avec £ = 1/k. On peut supposer
que 0 € T4 (w) C B(0,M). On pose AF = {w € Q : u,(w) € Tp(w)}. On a p(N2\
AF) <1/k. D’ apres [Bad] (voir aussi [DM]), il existe une distance d sur E définissant
une topologie 74 plus faible que la topologie faible de F et telle que (E, 74) soit un
espace souslinien. En particulier, £ muni d’ une destrois topologies 7, topologie forte ou
faible, possede la méme tribu borélienne. D’ autre part, comme I';, est a valeurs fortement
compactes, il n’ est pas difficile de voir que pour tout w € Q, ¢ (w, -) est 74-semi-continue
inférieurement sur £. On peut auss montrer que ¢, est F x B(E)-mesurable ([CV]).
Finalement, pour tout (w,z) € Q x E, on a |¢y(w,z)| < M.

Pour tout p € N, on dé&finit I’approximation lipschitzienne ¢} : Q@ x E — R de ¢y,
par

Gh(w,z) := inf {ou(w,y) +pd(z,y)} .

Il est connu ([V6]) que ¢} est F ® B(E) mesurable et que pour tout w € 2, ¢ (w, -) est
d-lipschitzienne et donc o(E, E')-continue. De plus, on a pour tout (w,x) €  x E,

o (w, ) = sup P (w, x) .

p

On pose aors pour tout (w,z) € Q X E, ¢P(w,z) = ¢F(w,z) — ¢ (w,0). Pour tout
(k,p) € Nx N, ¢ vérifie les conditions (i) a (iv) de la définition 5.1. (Remarquons que
(iv) est vérifiee puisque |¢F (w, z)| < 2M.) D’apres la convergence limitée de la suite
(un)n, ON Obtient pour tout (k,p) € N x N,

n—oo

lim /Qgg(w,un(w)) dp = 0.

On en déduit que

|inrgiogf/9¢§(w,un(w))duz/Qqﬁi(w

Ainsi, pour tout (k,p) € N x N, ona

liminf | ok (w, u,(w) dM>I|m|nf/q§” W, Uy, (w du>/¢p

n—oo Q n—oo

On obtient aors pour tout £ € N

n—oo

|iminf/ngk(w,un(w))du > Sup/ggbﬁ(w,()) du = /quk(w,O) dp = 0. (5.4.2)
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On peut a présent montrer que la suite (u,,),, converge fortement. Fixons 6 > 0. Comme

/mmw=/wwwH/ | i
Q Aﬁ Q\A,’j

=/“mww—/ My + Mw+/ | i
Ak Q\ Ak Q\ Ak Q\ Ak

:_/ ¢k(w,un(w))du+Mu(Q\Afi)+/ [[un |l dp
Q Q\ Ak

n

et grace a |’uniforme intégrabilité de la suite (u,, )., pour k assez grand, on a
[ unllds < = [ onorun(w)) di 45
Q Q
Aing, lorsque n tends vers I'infini, par (5.4.1), on trouve
limsup [ [ju,|l dp < 6.
Q

n—oo

Ce qui finit la preuve. O
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CHAPITRE I

EPI-CONVERGENCE DES FONCTIONNELLES INTEGRALES
DEFINIES SUR L’ESPACE DES MESURES.
APPLICATIONS AU PROCESSUS DE RAFLE.

1. Introduction.

Dans ce chapitre, on présente plusieurs résultats d’ épi-convergence des fonctionnelles
integrales définies sur I’ espace des mesures a variation bornée a valeurs dans un espace
de Banach séparable et réflexif. On montre alors que ces résultats sont utiles pour des
applications au processus de rafle, introduit par J.J. Moreau ([Mo4]) dans le traitement
des systemes mécaniques élasto-plastiques.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la partie 3, on présente plusieurs nouveaux
résultats sur I’ épi-convergence des fonctionnelles intégrales définies sur |’ espace des
mesures a variation bornée, basés sur des résultats classiques obtenus par C. Castaing
([C6]) et Y. Reshetnyak ([Re]). On donne aussi une caractérisation utile d’un concept de
convergence pour les multifonctions semi-continues inférieurement. Des applications a
un probleme de stabilité dans le processus de rafle du premier ordre sont données dans
la partie 4. La partie 5 traite d’ un probleme de stabilité et d existence de minimum dans
le processus de rafle du second ordre. Finalement, dans I’ appendice, on donne plusieurs
résultats concernant les fonctionnelles intégrales définies sur |’espace des mesures a
variation bornée.

2. Notations. Définitions.

Soit T" un espace polonais (i.e., T' est un espace topologique separable et il existe une
métrique compléte définissant la topologie de T') et B(T") satribu borélienne. Soit E un
espace de Banach séparable et réflexif de norme || - ||, £’ son dual fort et (-, -) laforme
bilinéaire de dualité entre E et E’. La boule unitée fermée B’ de E’ est munie de la

Ce chapitre est latraduction de I’ article “ Epi-convergence of integral fonctionals. Application to the sweeping
process,” fait en collaboration avec C. Castaing qui sera publié dans le “Proceedings of the Conference on
Nonlinear and Convex Analysis in Economic Theory, Tokyo, Japan, July 2-4, 1993".

17
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topologie x-faible o(E’, E) ; ¢’ est un espace compact métrisable. On note B(x, r) (resp.
B(z,r)) la boule ouverte (resp. fermée) de E de centre x et de rayon r.

On note C*(T, E) I’ espace de Banach des applications continues bornées de T' dans
E muni de la norme uniforme.

Une mesure vectorielle sur 7" avaleursdans E’ est une fonction d’ ensemble o-additive
m de B(T') dans E’. Lavariation de la mesure m est la mesure a valeurs réelles positives

|m| définie sur T' par

Im|(A) = sup{z lm(A;)|| : (As)ier B(T)-partition finie de A} , VA e B(T) .

icl

On note M®(T, E') I’ espace des mesures vectorielles m définies sur 7' a valeurs dans
E’ et a variation bornée (i.e., |m| est une mesure de Radon bornée sur 7°). On pose
[ml| = [m|(T).

Pour tout m € M®(T, E'), il existe une fonction |m|-mesurable %: T — B’ telle
que m = ;i |m|, ¢ est-&-dire

m(A):/qd—m(t)d\m|(t), VA € B(T) .

Pour tout f € C*(T, E) et tout m € M®(T, E’), on définit I’intégrale de f par rapport
am par
dm
[ ram = [, Zow) dml ).
De cette fagon, M®(T, E’) s'identifie & un sous-espace vectoriel du dual topologique
deC®(T, E). On munit alors M®(T, E’) de latopologie x-faible o (M"(T, E'),C(T, E))
dite topologie faible (ou étroite).

Pour plus de détails sur les mesures vectorielles, on renvoie a [Nol], [No2], [Di1],
[Di2], [Jo], [DU].

Un sous-ensemble H de M?®(T, E’) est borné si

sup ||m|| < 400 .
meH

Il est tendu (ou il satisfait a la condition de Prokhorov) si pour tout ¢ > 0, il existe un
sous-ensemble compact K. de T tel que

m|(T\ K.)<e, VmeH.

On rappelle a présent le theoreme de Prokhorov ([Bk2, §5, Théoreme 1], [DM, Théo-
reme 111.59]) :
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Théoréme 2.1. Soit H un sous-ensemble borné tendu de M®(T,R). Alors H est relati-
vement faiblement compact dans M®(T, R).

Finalement, on conclut cette partie en rappelant quelques notions classiques d’ analyse
épigraphique (c.f., [A]) :

Soit X un espace topologique vérifiant le premier axiome de dénombrabilité!. Soit
(Fy, ) une suite de fonctions de X dans [—oo, +oc]. La limite épigraphique inférieure
(resp. supérieure) lie F), (resp. Ise F),) de la suite (F,),, est définie par

lieF,(x) = min liminf F},(z,), Ve e X,

{en—a}
Ise Fi, () :{min}limprn(xn), Vee X .
La suite (F},),, épi-convergevers F' enz s F(x) = lieF,(z) = Ise F, ().
Lalimite inférieure (resp. supérieure) d une suite (C,,),, de sous-ensembles non-vides
fermés convexes de E est définie par

Li(Cp) ={z € E: I(zp)n, xn € Cp, x =limz,},

LS(C) ={z € E: I(zk)k, x € Cp,,, x = IiIEn:L'k} :

On rappelle aussi que pour tout sous-ensemble non-vide fermé convexe C de E, la
fonction support 6*: £/ — R de C est définie par

6*(x,C) = suplec, ), Ve e E .
ceC
Finalement, une multifonction I': T' == FE est semi-continue inférieurement en ¢, €
T s pour tout ouvert V' de E vérifiant T'(tg) NV # 0, il existe un voisinage U de t,
dans T tel que pour chaque t € U, T'(t) NV # 0.

Tous les résultats de la prochaine section restent valides sans hypotheses de tension, si
T est un espace polonais localement compact et s M®(T, E’) est muni de la topologie
vague (i.e., la topologie de la convergence ssimple sur I’espace C.(T', E') des fonctions
continues de T' dans E a support compact).

3. Epi-convergence des fonctionnelles intégrales.

On sintéresse dans cette partie a I’ épi-convergence des fonctionnelles intégrales
définies sur I” espace des mesures a variation bornée. La premiere partie de notre résultat
principal est |e theoreme suivant.

LC est-a-dire, tout point de X admet un systéme fondamental de voisinages denombrable.
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Théoreme 3.1. Soit Yun espace topologique polonais et N = N U {o0}. Soit {¢y :
k e I§I} des applications semi-continues inférieurement sur 7' x B’ x Y a valeurs dans
[0, +o0] telles que pour tout (¢, y,k) € T XY x N, o (t, -, y) est convexe et positivement
1-homogene sur B’, i.e, pour tout = € B’ et tout A € [0, 1], ¢r(t, A\x,y) = Api(t, 2, y).
On suppose que lie ¢ > ¢oo SUr T'x B’ x Y, € est-a-dire, pour toute suite ((tx, 2k, yk)),
dans T' x B’ x Y qui converge vers (t,x,y), on a

Iin}cinf Ok (ths Thoy Yr) 2 doo(t ,y) - (31.1)

Soit (my)s une suite bornée et tendue dans M(T, E’) qui converge faiblement vers
m € M®(T,E’). Soit (uy)x une suite de fonctions continues sur 7' a valeurs dans Y’
qui converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de 7' vers une fonction
continue u. On a alors

I|m|nf/q§k ﬂ
mk\

Pour demontrer ce théoréme, on utilise une extension d’un théoreme de Y. Reshetnyak
aux mesures vectorielles définies sur un espace polonais (Théoreme 6.1) ainsi que deux
lemmes sur le produit des mesures (Lemmes 7.1 et 7.3).

(t), uk(8)) djmi| (1) / G (1 (0. u(t)) (1)

Preuve. Par commodité, on pose m., = m €t u,, = u. Remarquons gque le compactifié
d' Alexandroff N de N est un espace compact métrique. On définit la fonction ¢: T x
NxB — 0, +00], par (t, k,x) = ¢r(t,z,ur(t)). Montrons que ¢ est semi-continue
inférieurement sur T x N x B’. Soit (tg, Pk, Tk )k Une suite dans T' x Nx B’ qui converge
vers (t,p,x). On pose a = liminfy ¢ (tx, pr, xx). Sl p € N, pour k assez grand, py = p.
Comme u,, est continue, la suite (u,(tx)), converge vers u,(t) dansY'. Il découle alors
de la semi-continuité inférieure de ¢, que

|IIT;€|nf ¢(tk,pk, xk) = Im}{lnf ¢pk (tk, Ty Up,, (tk)) = ||n‘}€|nf ¢p(tk, T, up(tk))
> ¢p(t, z, up(t)) = (t,p, ) .
Considérons maintenant le cas p = oco. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer

que a = limg ¢ (tg, pr, i) € que la suite (py ), est croissante. Pour chague n € N, on
définit

t1, Sin<p, x1, Sn<p,
Sn = } e y, = .
tk, S pr<n<pr+i, Ti, S pr<n<pgi1.

t= IiTansm (Spe )k = (te)k

T = Iignyn7 (ypk)k = (xk)k :
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De plus, comme « est continue et comme (u,,),, converge uniformément vers u sur le
compact {t,s, : n € N}, la suite (u,(s,)), converge vers u(t) dans Y. Ainsi, par
(3.1.1), on obtient

|i%inf¢(tk,pk,xk) > ”nlinf#}(snanayn) = “nllnf ¢n(3n7ynaun(8n))
> oo(t; z, u(t)) = P(t, 00,2) .

Cela prouve la semi-continuité inférieure de ). A présent, pour tout k£ € N, on considére
la mesure v, de MP(T x N, E') définie par v, = my ® 65, (0U &y, est lamesure de Dirac
en k de M?(N,R)). Comme la suite (6;), est bornée, tendue et converge faiblement
vers 6., dans MP(N, R), d'aprés les lemmes 7.1 et 7.3, on a |vy,| = |mi| ® &, €t la stite
(vi)i converge faiblement vers v, dans M?(T x N, E'). On applique alors le théoréme
de Reshetnyak (Théoréme 6.1) ala fonction ¢ et ala suite (v ). On trouve

— dl/]C
IImInf/ t,n, ——(t,n)) dlvg|(t,n
nf [ (e, 2 () dl 1)

dVso
;zﬁyﬁw@nim;]mn»dmﬂaﬂo. (3.1.2)

Comme pour chaque k € N, v, = my ® O , grace au lemme 7.1, on a

dvy, B d(mk®5k) o dmy, ®1
dlvg]  d(mi| @ 6r)  dlmg|

On déduit alors que pour tout & € N,
dTrL]€
me@ ||@nwwuuz //w {0):1(0) dle] () dm ()
_ Ak oY dlm
—ﬁﬁ@hWMﬁ»ﬂaw
= % u m
= [ ot G 0. 0) dimi0)

Finalement par (3.1.2), on obtient

|mm/@k_%%@ug dlmi|(t) /@m ——,(mwm@.
Ce qui acheve la preuve. [

Remarque 3.2. L'ensemble N a aussi été utilise par E. Balder ([Ba2]) et M. Vaadier
([vel).
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Théoréme 3.3. Soit {¢ : k € N} des applications semi-continues inférieurement sur
T x B’ & valeurs dans [0, +oo] telles que pour tout & € N et tout ¢t € T, ¢(t,-) est
convexe et positivement homogéne sur B’. On suppose quelie ¢ > ¢ SUr T'x B’, et que
pour tout t € T', ¢ (t,-) > ISe i (t, ) sur B'. Cest-a-dire, pour tout (¢t,z) € T' x B’,
et toute suite (¢, xx)r de T x B’ qui converge vers (¢, x), on a

liminf ¢y (1, 21) > doolt,2) (33.1)
et il existe une suite (z);, dans B’ convergeant vers z et telle que

Poo(t, ) > limsup dy (t, ) - (3.3.2)
k
Considérons les fonctionnelles {1, : k € N} définies sur M®(T, E') par
dm
1, = t,——(t))d t) .
oum) = [ o0t (0) ()

Alors pour toute suite bornée tendue (my ) de M®(T, E’) qui converge faiblement vers
m e MbT,E'), ona
|In}€|nf I¢k (mk) > quoo (m) ,

et pour tout m € M®(T, E'), il existe un suite bornée tendue (my); dans M®(T, E')
convergeant faiblement vers m telle que

k
C est-a-dire, la suite (14, ), €pi-converge sequentiellement sur |es sous-ensembles bornés
tendus de M°(T, E').

Preuve. Par le théoreme 3.1, on sait déa que pour toute suite (my); bornée tendue de
MO(T, E") qui converge faiblement vers m, on a

||rT]]€|nf I¢k(mk) > I¢OO (m) .

Montrons la seconde inégalité. On utilise une idée de A. Salvadori ([Sa, Proof of Theo-
rem 3.1]) : fixons m € M®(T,E'). On pose v = % € Ly, (T,B(T),d|ml|). S

Iy _(m) = +oo, il Ny arien & montrer. On peut donc supposer que ¢oo(-,v(-)) €
L (T, B(T),d|m]). Soit ¢ : T x B' — [0, +00] I’ application définie par

Vit ) = [t ) — doo(t,0())] .

Il est clair que v, est mesurable sur T'x B’ et que ¢ (t, -) est semi-continue inférieurement
sur le compact B’. On considéere aors la multifonction I'y,: 7' == B’ définie par

Tu(t) = {y € B+ d(v(t),y) + i(t.y) = min{d(v(t),2) + ¥(t,2)}}
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ou d est une métrique sur B’ (muni de la topologie x-faible). Comme B’ est compact,
il est clair que pour tout t € T, T'(t) est non vide. D’ aprés [CV, 111.39], il existe? une
sélection vy, € L, (T,B(T),d|m|) de T'y. Pour chaque t € T, par (3.3.2), il existe une
suite (), dans B’ qui converge vers v(t) et telle que limy, vy (¢, xx) = 0. Comme

d(v(t), vx(t)) + Yr(t, vx(t)) < d(v(t), xx) + Pr(t, 2k) |

on obtient

limd(v(t), ve(t)) =0,
lima (t,vx(t) = 0.

D’un autre coté, comme ¢y (¢,0) = 0, on a1, (¢,0) = 0 et donc

d(v(t), vk (1)) + i (t, vk (t)) < d(v(t),0) + ¢r(t,0) < M,

ou M = sup{d(x,y) : (z,y) € B’ x B'}. Comme |m| est bornée, par le théoreme de
la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que la suite (v (-, Uk(')))k converge
vers 0 dans L (T, B(T), d|m|). On a alors

|i]£n/T (01t v (1) — oo (£, 0(0))] T diml(£) = 0,

et donc
Ilmsup/ br (b v (1)) dlm| () /¢oo (¢, 0(t)) d]m|(t) (333)

On pose my, = v |m|. Il est clair que (my), est une suite bornée tendue dans M° (T, E').
Montrons que (m ) converge faiblement vers m : soit f € C*(T, E). Comme (v, (t))x
converge vers v(t) dans B’, on a,

lim(f(t), ox(t)) = (£(2). 0(1)) -
De plus, comme v(t) € B’, on a

[(F@), v < [lF@ -

Comme |m| est bornée, f € LL (T, B(T),d|m|). Par le théoreme de Lebesgue, on trouve
aors

|im/T<f(t)7vk(t)>d|m|(t) Z/T<f(t)»v(t)>d|ml(t)-

k

2En fait, d' aprés[CV, 111.39), il existe une sélection vy, (B),,,(T'), B(B'))-mesurable de I'y, — ol By, (T)
est latribu |m|-complétéde B(T') et B(B’) est latribu de Borel de B’. De plus, comme vy (t) € B’ et comme
|m| est bornée, vy, est |m|-intégrable. En modifiant v sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer
que vy, € LL, (T,B(T), dlm|).
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et donc limg(f,my) = (f,m). Ce qui prouve que (my); converge faiblement vers m
dans M®(T, E’). 1| est facile de voir que

Vi (t

dmy o d(wm)) o f ey S @I #0,
d|mk:|(t _d(|‘vk|||m|)(t) {0, s |luk(t)|| = 0.

On obtient aors

[ enteonoyamit) = [ on(e ||“’“§t§”)||vk||d|m|<>

_ A o dim
_/T(bk(t’ d‘mkl(t)) d‘ k‘(t)

Finalement, par (3.3.3), on trouve

) dmy,
imsup [ ou(t 25 (0) dimil 1) < [ on (0 20 0) dimle)

C'est-a-dire
|ImSUpI¢k(mk) < I¢oc (m) ,
k

ce qui finit la preuve. [

On donne a présent des applications des résultats précédents aux intégrandes associés
a des multifonctions.

Corollaire 3.4. Soit Yun espace polonais. Soit {C}, : k € N} des multifonctions semi-
continues inférieurement sur 7' x Y a valeurs dans les sous-ensembles non-vides convexes
fermés de E contenant 0. On suppose que pour toute suite (¢x,yx)r dans T x Y qui
converge vers (t,y) € T'x Y, ona

Coo(t,y) C Li(Cr(tr, yr)) - (34.1)

Soit (my,);, une suite bornée tendue dans M®(T', E') qui converge faiblement vers m €
MY(T, E"). Soit (uy,), une suite de fonctions continues de 7' dans Y qui converge
uniformément sur les compacts de 7' vers une fonction continue «. Alors on a

Iirr;cinf/T(S*( D4 ot i (1)) dlml(2) Z/Té*(d—m(t),C’oo(t,u(t))) diml(t) .

d|my| d|m|

Preuve. Pour tout & € N, on considére I' application ¢y : Tx B’ xY — [0, +o0] définie
par
¢k(t,$,y):6*($,0k(t,y)), V(t7x7y) €T xB xY .

Trivialement, pour tout ¢ € T', ¢ (t,-,y) est convexe et positivement homogene sur B'.
Montrons que ¢, est semi-continue inférieurement sur 7" x B’ x Y. Pour un k fixé dans
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N, par ([Mi, Lemma 5.2]), il existe une suite (u,,),, de sélections continues de C}, telle
que pour chaque (t,y) € T x Y, {u,(t,y) : n € N} soit dense dans Cy(¢,y). On aaors

8" (z, Cx(t,y)) = suplun(t,y), =),  Y(t,z,y) € Tx B xY . (34.2)

Comme u,, est continue et comme B’ est muni de la topologie faible, la fonction
(t,z,y) — (un(t,y),x) est continue sur 7' x B’ x Y. Par (3.4.2), on déduit que I’ ap-
plication (¢, z,y) — 6" (x, Ci(t,y)) est semi-continue inférieurement sur 7’ x B’ x Y.

Montrons maintenant que la suite (¢ ) vérifie I’hypothése (3.1.1) du théoreme 3.1.
Soit (tg, Tk, yx)r Une suite dans T' x B’ x Y qui converge vers (t,z,y) € T x B' XY
et soit ¢ € C(t,y). Grace & (3.4.1), il existe une suite (¢;), dans E qui converge vers
c et telle que

ck € Cr(t, yk) , Vk e N.

On a (c,z) = limy(ck, z1). D'ou
<C, .’L’> < |Irr}€|nf<ck,.’1}k> < Im}clnfé*(xk,Ck(tk,yk)) .
Comme cela est vrai pour ¢ € C(t,y), On trouve
8 (z,Cuo(t,y)) < |in}€inf5*($kack<tkvyk)) :

Cela signifie que
qboo(twr?y) S ||n’}€|nf¢k<tk,xk,yk) ’

et donc ¢ < liepy, SUr T x B’ x Y. D’ apres le theoreme 3.1 appliqué a la suite (¢ ),

on trouve

nmmf/qﬁk %(ﬂ u(t)) diml(¢) /cboo (1), u(t)) dim](t)
Cest adire
.. . dmy « dm
imint |87 (225 (0). Cultua0) dlmal (1) > | 8 (G0 (0), Cot ) i (1)

Ce qui acheve lapreuve. [

Corollaire 3.5. Soit {Cy, : k € N} des multifonctions semi-continues inférieurement sur
T a valeurs dans les sous-ensembles non-vides convexes fermés de £. On suppose que
pour tout t € T, il existe &, > 0 tel que pour tout k € N, B(0,&;) C C (). On suppose
auss que pour tout ¢t € 7', on a

Ls(Cr(t)) C Cso(t) , (35.1)
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et que pour toute suite (), de 7" qui converge verst € T, on a

Considérons les fonctionnelles I, définies sur M®(T, E’) par

To,(m) = | 6*(%(t},0k(t))d|m|(t).

Alors pour toute suite bornée tendue (my ), dans M®(T, E’) qui converge faiblement
versm € Mb(T,E'), on a

||n}€|nf Ick(mk) > Icoo (m) s

et pour tout m € M®(T, E'), il existe une suite bornée tendue (my,); dans M®(T, E')
convergeant faiblement vers m telle que

Ilmsuplck(mk) < Icoo (m) .
k

Preuve. Pour chague k € N, on considere I’ application ¢y, : T x B’ — [0, +o0] définie
par
or(t,x) = 6" (z, Ci(t)), V(t,z) €T x B'.

Montrons que (¢ ), Vérifie les hypotheses du théoréme 3.3. D’ aprés la preuve du co-
rollaire 3.4, il suffit de vérifier I’hypothése (3.3.2) du théoreme 3.3, C'est-a-dire que
Goo(t, ) > lsepi(t, ) sur B'. Soit t fixé dans T'. Par (3.5.1), on a

Goo(t,2) = 8" (2, Co (1)) = 6" (2,LS(Ci(t))), Ve € B'.
De plus, par [A, Proposition 1.40 & Theorem 3.9], on a aussi
6 (2, Ls(Cr (1)) = Ise 6™ (z, Cr(t)) , Vo e B .
(Remarquons que I'hypothése d’'uniforme coercivité de [A, Theorem 3.9] est vérifiee
grace al’hypothese B(0,¢;) C Cy(t), Vk € N. En fait, il suffit de supposer queB(0,¢) C
C'(t) pour tout ¢ dans T'. Voir laremarque 4.3.) Ainsi ¢ (t,-) > Ise ¢ (t,-). Il nereste

qu'a appliquer le théoreéme 3.3 pour obtenir le résultat. [

La proposition suivante relie la condition (3.4.1) ou (3.5.2) sur la convergence des
multifonctions avec celle introduite par C. Castaing dans [C6] (voir aussi [CDV], [V5]).
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Proposition 3.6. Soit .S un espace polonais. Soit {Cy : k € ﬁ} des multifonctions
semi-continues inférieurement définies sur S a valeurs dans les sous-ensembles convexes
fermés non-vides de E. Considérons les propriétés suivantes :

(i) pour toute sélection continue ¢ de C, il existe des sélections continues ¢, de
C, telles que la suite (¢ ) converge vers ¢ uniformément sur les compacts de
S
(i) pour toute suite (sj), dans .S qui converge vers s € S, Coo(s) C Li(Ci(sk)) ;
(iii) la multifonction II: S x N = E, (s,n) — C,(s) est semi-continue inférieu-
rement sur S x N.
Alors (i) = (ii) < (iii). De plus, s pour chaque k € N, la multifonction C), est
continue (pour la distance de Hausdorff), alors les trois propriétés (i), (ii) et (iii) sont
équivalentes.

Preuve. (i) = (ii) est facile : soit (si)r une suite dans S qui converge vers s €
S etz € Cx(s). D'aprés [Mi], il existe une sélection continue ¢ de C,, telle que
o(s) = z. Par (i), il existe des sélections continues ¢, de Cj, telles que la suite (¢ )«
converge uniformément vers ¢ sur le compact {s, si : k € N} de S. Aingl, x = ¢(s) =
limg, ¢x(sk), et donc & € Li(Ci(sk)). Comme cela est vrai pour tout = € Cog(s), ON
obtient oo (s) C Li(Cr(sk)).

(i) = (iii) : la semi-continuité de IT en (so,ng) € S x N provient de celle de C),,
en so. Montrons que IT est semi-continue inférieurement en (sp,00) : s IT N’ était pas
semi-continue, il existerait un ouvert V dans F avec V N C(sg) # () tel que pour
chague voisinage U de sy dans S, et chague V € N,

dseU,In>N, VNC,(s)=0.

On pourrait donc trouver une suite® (s), convergeant vers s, dans S et une suite
croissante (k,), dans N telles que

Vpe N, VN Ckp(skp) =0. (3.6.1)

Soit zg € VN Cx(s0). COmme (s )i cOnverge vers s, il existe une suite (xy);, conver-
geant vers z( et telle que =, € Ci(sk) pour tout £ € N. Aing il existe N tel que
pour tout k£ > N, x € V N Ck(sy). Cela contredit (3.6.1) et prouve la semi-continuité
inférieure de II.

(iii) = (ii) : soit (s)r Une suite dans S qui converge vers so € S et xg € Coo(S0)-
Pour chaque p € N*, d’aprés la semi-continuité de IT en (g, 00), il existe un voisinage
U, de sy dans S et N, € N tels que

VseU,, Yk > N,, V,NCk(s)#0,

3En fait, on pourrait trouver une stiite croissante (k;,), dans N et une suite (¢,), dans .S convergeant vers
so ettelleque VN Cy, (tp) =0, Vp € N.Onposedors sy =t1 S k < k1 et sp =tp S kp <k < kpia.
Lastite (s ), converge vers so €t comme (sy,)p = (tp)p, (3.6.1) est vérifie.
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ou V,, représente la boule ouverte B(x¢, 1/p). De plus, comme (s ), Converge Vers s,
on peut supposer que pour k > N, s € Up. On adors

Vk > Ny, V};ﬂck(sk)#@

Il existedonc %, € V,NC}(sx). On peut aussi supposer que lasuite (IV,,), est strictement
croissante et que U, | {so}. Considérons aors la suite (xy);, de E définie par

{ un point quelconque de Cy(s), S k < Ny,
T —

3?];, S Np§k<Np+1.

Pour tout £ € N, xp, € Ci(sk) €t (zx)r converge vers xg dans E. Cela prouve (ii).

Finalement, pour montrer que les trois propriétés (i), (ii) et (iii) sont équivalentes, il
suffit de voir que (ii) = (i). La preuve est inspirée de [C6, Lemme 2.4 & Proposi-
tion 2.5]. Soit ¢ une sélection continue de C',. Comme C), est continue, |’ application
s+ d(¢(s),Cr(s)) I'est aussi (ici d est la distance associée a la norme de E). De plus,
les fonctions (s — d(¢(s), Ci(s))) ,, convergent vers 0 uniformément sur les compacts
de S. En effet, sinon il existerait a > 0, un compact K de S et une suite croissante
(kp)p dans N tels que

lim sup d(¢(s), C, (s)) > o .

P seK

Il existerait donc* une suite (s);, dans K telle que
Iimd(qb(skp),Ckp (Sk:p)) > (392)
p

Comme K est compact, on pourrait supposer que (s ) converge vers un s € K. On
aurait donc
|||T;)|nf d(¢(8)7 Ckp (Skp)) > ||n‘}\9|nf d(¢(8)7 ¢(8/€p)) - d(¢(8kp)a Ckp(skp))
> liminf d(¢(s,), Ck, (sk,))
p

>«

Mais cela contredirait I’ hypothése ¢(s) € Cio(s) C Li(Ci(sk)).
On pose a présent

ri(s) = d(¢(s), Cr(s)) + 1/k, Vse S, VkeN.
Soit la multifonction I'y,: S == FE définie par

Ci(s) ={x € Ci(s) : ||z — o(s)]| < ri(s)}, Vse §S.

4En fait, on pourrait trouver une suite (skp)p dans K vérifiant (3.9.2). Comme K est compact, on pourrait
supposer que (sg,)p converge vers un s € K. On pose alors s, = s, Sk < ki et s = s, S
kp <k <kpi1.
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Montrons que I';, est semi-continue inférieurement sur S : soit sg € S et V' un ouvert de
E tel que Ty (so) NV # (. Soit zg € T (s0) NV. Il existee > 0 tel que ||zo — & (so)|| <
ri(so) — €, C est-a-dire

Ck(s0) NV N B(o(s0),7k(s0) —€) £ D .

D’ apres la semi-continuité de C,, la continuité de ¢ et celle de 7y, il existe un voisinage
U de sy dans S tel que pour tout s € U, on ait

Ci(s) NV N B((s0),7r(s0) —€) # 0
[p(s) — d(s0)l| < e/2
Tk(s0) —€/2 < 1i(s) .

On trouve alors pour tout s € U et tout x € Ci(s) NV N B(é(s0), 7k(S0) — €),

[z = o)l < llz = ¢(so)ll + lg(s0) — ¢ (s)

< 1i(s0) —€+¢e/2 <ri(s) .

Ainsi T'x(s) NV # () pour tout s € U. Ce qui prouve la semi-continuité inférieure de
I';.. Lamultifonction Ty, : S == E définie par

Ti(s) ={x € Cr(s) : [[x — &(s)|| < rr(s)}, Vse S,

est donc aussi semi-continue inférieurement. Par [Mi], il existe une sélection continue
¢, deT,. Ceci est vrai pour chague k € N. D’ aprés la définition de 'y, pour tout s € S,
on a

Pk(s) € Ck(s) ,
[or(s) — d(s)]| < 7r(s) -

Comme (), converge vers 0 uniformément sur les compacts de S, la suite (¢ )%
vérifie (i). O
Remarqgue 3.7. En général, la condition (i) semble plus restrictive que (ii).

Corollaire 3.8. On suppose que 7' est compact. S, dans le corollaire 3.4, les multifonc-
tions {C}, : k € N} définies sur T' x Y sont continues (pour la distance de Hausdorff),
il n"est pas nécessaire de supposer que

VEeN,V(t,y) eTxY, 0€Culty).
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Preuve. Soit ¢, une sélection continue de C,,. Par la proposition 3.6, il existe des
sélections continues ¢, de C}, qui convergent uniformément vers ¢... On pose

'y =Ck — o, VkeN.

Il est facile de voir que les multifonctions {T'; : k € N} vérifient encore les hypothéses
du corollaire 3.4. On a donc (avec (my,)y €t (ux ), comme dans le corollaire 3.4),

liminf / 6*(5,[”,( ), Te(t,ui(t))) dlm| (1) > / 6*(dc,lm|<t>,rw<t,u<t>>> djml(z) .

Il en découle que

Iirrllcinf/Té*(da‘lZ:‘(t),Ck(t,uk(t))) dmy|(t)

—I|m|nf/<d| ), ok (t, uk(t))) dlmyg|(t)
> [ 6 (G0 Conltate) dinl )

/<d|m| , Goo(t,u(t))) dm|(t) . (3.8.1)

Comme Iasuite (¢k(~,uk(-)))k converge uniformément vers ¢ (-, u(-)) et comme I’ ap-
plication (¢, m) — [ ¢ dm est continue sur C®(T, E) x M*(T, E’), on a

d
/<d‘m’ t u >d|m| = I|m|nf/<d‘ ¢k t uk )>d|mk|(t) .
Ains (3.8.1) donne

Iin}cinf/é*(dd‘mk‘( ), Ci(t, ug(t))) d|mk|(t)2/5*(

Ce qui acheve la preuve. [

dm
d|m|

(1), Coo(t, u(?))) dlml|(2) -

4. Résultat de stabilité dans le processus de rafle.

Pour un réel strictement positif 7, on considere I'intervalle [0, 7] de R. Pour d € N*,
on désigne par BV ([0, 7], R?) I espace des fonctions a variation bornée de [0, 7] dans
R<. Pour v € BV ([0, T],R%), la mesure de Stieltjes (ou mesure différentielle) de u est
notée Du. (Du € M®([0,T],R9).
variation (resp. variation totale) de Du. Lorsque v est continue, onapour 0 < s <t < T,

u(t) —u(s) = /[ ) dDu .

Pour plus de détails sur les fonctions a variation bornée, on renvoie a [Dil].
Pour tout convexe fermé non-vide C' de R? et tout = € R?, N (x) est le cone normal
a C en z. Finalement, on définit la fonction £: RY x R} — R par

B ax(0, (R? —r?)/2r), ifd>2,
1B = { max(0, R — r), if d=1.




4. RESULTAT DE STABILITE DANS LE PROCESSUS DE RAFLE 31

Définition 4.1. Soit C': [0,7] == R? une multifonction semi-continue inférieurement
a vaeurs dans les convexes fermés non-vides de R?. Soit a € C(0). Une fonction a
variation bornée u: [0,7] — R¢ est une solution du processus de rafle par C' sous la
condition initiale a (SW(C, a)), S u Vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) u(0) =a;

(i) u(t) € C(¢), vt e [0,T] ;

(i) ~pe () € New(ult)  [Dul-pp.

L’existence et I'unicité des solutions du processus de rafle ont été étudiés par de
nombreux spécialistes sous diverses hypotheses : C. Castaing ([C3], [C6]), A. Gavioli
([Ga]), M.D.P. Monteiro Marques ((MM1], [MM2]), J.J. Moreau ([Mol], [Mo2], [Mo3],
[Mo4]), H. Tanaka ([T]), M. Vaadier ([V5]) ... Voir [V5] pour plus de références et de
détails.

Théoréme 4.2. Soit C': [0,7] = R< une multifonction semi-continue inférieurement a
valeurs convexes fermées non-vides. On suppose que
(i) il existe 2o € RY et ro > 0 tels que B(xg,r9) C C(t), Vt € [0,T] ;
(ii) le graphe de C est fermé a gauche (i.e., fermé dans [0, 7] x R? lorsque [0, 7]
est muni de la topologie gauche).
Soit a € C(0). Alors il existe une et une seule fonction continue a variation bornée
u: [0,T] — R? solution de SW(C, a). De plus, la solution u vérifie

| Dul| = / d|Dul < U(ro, [la — zol)) -
T

Références. On peut trouver dans [MM1] un résultat plus général, sur I’ existence des
solutions continues a droite. Celui présenté ici provient de [V5, Theorem 11]. Voir la
remarque qui suit.

Remarqgue 4.3. En fait, dans [V5, Theorem 11], on suppose aussi qu’il existe une suite
croissante (C,),, de multifonctions lipschitziennes a valeurs convexes fermées non-vides
telle que

(D Vte[0,T], cd( U Cult) =C(1);

neN

(2) Vt €10,T], B(xo,7m0) C Co(t).
Mais par [V4] (voir aussi [V5, Theorem 8]), une telle suite existe. Le seul point qu’il reste
avérifier est (2) : il est clair que C(t) C Li(C,(t,)) pour toute suite (¢, ), convergeant
vers t € [0,7]. D’ aprés la proposition 3.6, la multifonction (n,t) — C,,(t) est semi-
continue inférieurement sur N x [0,T]. Onaauss B(zg,70/2) C intC(t). Donc par [V5,
Lemma 7] (voir le lemme C plus bas), pour tout ¢ € [0, 7], il existe un voisinage U, de
t dans [0, 7] et un entier IV, tel que

Vn > Ny, Vse Uy, B(xg,7m0/2) CintCy(s) .
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Comme [0, T'] est compact, il existe {t1, to,...,t,} dans[0, 7] telsque [0, T] = J:_, Uy, .

En posant N = sup N, on trouve
=1...p

Vn >N, Vte[0,T], B(xg,ro/2) CintC,(s).

On rappelle a présent quelques lemmes gqu’on utilisera dans les prochaines preuves.

Proposition A. Soit C': [0, 7] == R une multifonction semi-continue inférieurement & valeurs convexes
fermées non-vides et u: [0, 7] — R? une fonction continue & variation bornée telle que u(t) € C(t), Vt €
[0, T']. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

. d
O ~ i () € New (@), [Dulpp

(i) pour tout (s,t) € [0,T] x [0,T] avec 0 < s <t < T,

«, dDu 1
/}s,t] 6 (—M(T)ac(ﬂ) d|Dul(r) + 5 (lu@®]* = u(s)]*) < 0.

Références. C’est une conséquence d'un résultat plus général de M. Valadier ([V5, Proposition 6]). Voir aussi
[MM1, Preuve du Théoreme 1].

Lemme B. Soit C' un sous-ensemble convexe de R¢ avec un intérieur non-vide, a € C et ¢ > 0. Alors il
exisexz € C etr > 0telsqueB(x,r) C intC et £(r, |la — z||) < e.

Références. [V5, Lemma 10], [MM1, Lemme 3].

Lemme C. Soit S un espace topologique, C': S == R? une multifonction semi-continue inférieurement &
valeurs convexes fermées non-vides et so € S. Soit K un convexe compact de R? tel que K C intC(so).
Alors il existe un voisinage U de sp dans S tel que K C intC(s), Vs € U.

Références. [V5, Lemma 7], [MM1, Lemme 1].

Proposition D. Soit (uy, ), une suite de fonctions de BV ([0, T'], R%). Supposons que sup,, || Dux || < +oco.
Alors la suite (u,,)n est relativement séquentiellement compacte dans BV ([0, 7], R%) pour la convergence
simple. De plus, S (un,, )x €t une sous-suite de (ur ), qui converge vers un u dans BV ([0, 7], R?) telle
que les fonctions {u, un, : k € N} soient continues & droite sur [0, 7], alors pour toute fonction continue
f:[0,T] — RZ et tout (s,t) € [0,T] x [0,T] avec 0 < s <t < T, on a

lim fdDun, :/ f dDu.
kE Jls,t] 1s,t]

C'est-a-dire, la stite (1), ; Dun,, )i converge faiblement vers 1, ;) Du dans M®([0, T, R).

Références. [V5, Lemma 5 & (4) de la preuve du Theorem 11], [MM1, Lemma 4], [C3, Théoreme 3]. Des
parties de ce résultat sont aussi appelées théoreme de Banach ou théoréme de Helly.

Notre résultat de stabilité pour le processus de rafle du premier ordre est le suivant.

Théoreme 4.4. Soit {C, C,, : n € N} des multifonctions semi-continues inférieurement
sur [0, T'] a valeurs dans | es sous-ensembl es convexes fer més non-vides de R<. On suppose
que
(i) pour toute suite (¢, ), dans [0, 7] qui converge verst, C(t) C Li(Cy(ty)) ;
(i) pour tout ¢ € [0, 7], Ls(C,(t)) C C(t) ;
(iii) les multifonctions {C, C,, : n € N} ont des graphes fermés a gauche ;
(iv) il existe 7o € R? et ro > 0 tels que B(xg,70) C Cy(t), Vt € [0,T], Vn € N,



4. RESULTAT DE STABILITE DANS LE PROCESSUS DE RAFLE 33

Pour chaque n € N, soit a,, € C,(0) tel que la suite (a,),, converge vers un a € R,
Pour chaque n € N, soit u,, la solution continue & variation bornée de SW(C,,, a,,).
Alors, la suite (uy, ), converge simplement vers un fonction continue a variation bornée
u: [0,T] — R? qui est I'unique solution de SW(C, a).

Preuve. On adapte une preuve de M. Valadier ([V5, preuve du Theorem 11], voir auss
[MM1]). On pose Co, = C. Par le théoréme 4.2, on a || Duy,|| < 4(ro, ||an — xo]|)-
En posant R = sup,, [la, — zo||, on obtient || Du,|| < ¢(ro, R). Donc d aprés la pro-
position D, la suite (u,, ), est relativement séquentiellement compacte pour la topologie
de la convergence simple. Il suffit donc de vérifier que toute valeur d adhérence de la
suite (uy, ), est (I'unique) solution de SW(C, a). Soit donc u une valeur d’ adhérence de
(un)n. Il existe une sous-suite encore notée (u,,), qui converge simplement vers w. Il
est clair que u(0) = a et par (ii) que u(t) € C(t) pour tout ¢ € [0, 7. De plus, grace a
la proposition D, u est a variation bornée.

Montrons que u est continue a droite en ¢y € [0, 7. Soit ¢ > 0. D’ aprés le lemme B,
il existe 1y > 0 et oy € C(ty) tels que B(z1,71) C intC(tg) et £(ry, ||u(ty) —
x1]|) < e. D’apréslaproposition 3.6, lamultifonction (¢, n) — C,,(t) est semi-continue
inférieurement sur 0,7 x N. D’aprés le lemme C, il existedonc > 0 et N € N tel
que

\V/TLZN7 vVt € [tg,to—f—n], B(ml,rl) CintCn(t) .

Comme /¢(r1, -) est continue et comme (u,,(to)), CONverge vers u(ty), on peut supposer
que £(r1, ||un(to) — z1||) < e, Vn > N. Alors, grace au théoreme 4.2, on trouve®

/ d|Duy|(t) < (r, |un(to) — za||) < e .
[to,to+n]
D’ou
Vn > N, Vt € [to,to+ 1], |Jun(t) —un(to)] <e.
Il en découle que
Vit € [to,to+ ), lu®) —ulto)| <e.

Cela prouve que u est continue a droite en t.
Montrons a présent que u continue & gauche en ¢ € |0, 7. Comme le graphe de C
est fermé a gauche,
u” (to) = lim u(t) € Clto) .

t—)to
t<to

Soite > 0. D’apréslelemmeB, il existex; € R etr; > 0telsqueB(xq, ) C intC(to)
et {(rq, [[u=(to) — z1]]) < ¢/3. Comme la multifonction (¢,n) — C,,(t) est semi-
continue inférieurement sur [0, 7] x N, d'aprés le lemme C il existe p > 0 et N; € N
tels que

Vn > Ny , Vt € [t() — U,to], B(IL’l,’l“l) C intCn(t) .

50n utilise ici le fait que u,, est la solution sur [to, to + 1] du processus de refle par C, sous la condition
initiale wy, (to).
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De plus, il existe t; € [to — n,to[ € Ny > N; tels que, pour tout n > No,
Ju(t) —u™(to)|| < /3,
[un (1) —u(t)|| <e/3,
et tels que, en utilisant la continuité de ¢(ry, -),
(ry, |lun(ty) —x1|) <e/3 .

D’ apres le théoreme 4.2, on a

/ d|Dup|(t) < £(ry, [lun(tr) — z1]]) <&/3.
[t1,t0]
Ainsi ||, (to) — un(t1)]] < /3. On obtient alors

[un(to) — u™ (to) [l < llun(to) = un(t)|l + [Jun(tr) — u(tr)|| + l[u(ty) —u™(to)l
<e/3+¢/3+¢/3=¢.

Comme (u,(to)), converge vers u(ty), on trouve

|u(to) —u™ (to)]| < €.

Lorsque e | 0, on au(ty) = u~ (ty). Cela prouve la continuité a droite de u en .
Lafonction u est donc continue sur [0, 7). Montrons alors que « est (I’ unique) solution
de SW(C, a), ¢ est-a-dire que

dDu
—m(t) € Ney(u(t)) | Dul-p.p.

Comme u est continue sur [0, 7], d’apres la proposition A, c'est équivalent a

/]svt] 5*(_;‘%5‘ (1), C(7)) d|Dul(T) + %(Hu(t)llz ()P <0

pour 0 < s < t < T.Comme u,, est solution de SW(C,,a,), on a

6*( dDu,,

1 ) )
T gD - Cnm) diDunl(r) + 5 (lun (O = Jun(s)I) <0 (44

Par 1a proposition D, la suite (bornée) (—1, 4 Du,, ), converge faiblement vers 1, ;) Du
dans M®([0, T7, Rd). Grace au corollaire 3.4, on obtient

1s,8] Dun
I|m|nf/ §*( — tt DTL )| (1), Cn(T)) d| — 1j5  Duy|(7)

—1ys.4Du)
* ]St]
6 7),C(7)) d| — 115 g Dul(T) .
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C'est-a-dire,

Iiminf/]st 5 (— dcng:‘( 7), Cp(7)) d| Duy| ()

n

dDu
> . (_ e
B /]S,t] ’ ( d|Dul (1), C(T)) d|Dul(T) (4.4.2)
Comme (u,, ), converge simplement vers u, on a

lim 5 ([lun (01 = fun()[*) = 3(lu@®)]* = fJuls)]*) - (4.4.3)

Finalement, en regroupant (4.4.1), (4.4.2) et (4.4.3), on obtient

/]s,t] 5’*5@3‘ (7),C(7)) d|Du|(7) + %(Hu(t)!l2 — Jlu(s)|?) < 0.

o s dDu
C eSt-a-dII’e, —m(t) € NC(t) (U(t)) \Du\-pp O

Remarque 4.5. Dans [C6], C. Castaing obtient un résultat du méme type en supposant
que la suite (C),),, Vérifie I"hypothése (i) de la proposition 3.6.

5. Stabilité et existence de minimum dans le processus de rafle du second ordre.

On s'intéresse a présent au processus de rafle du second ordre introduit par C. Castaing
dans [C7]. On rappelle tout d'abord un résultat d’ existence.
On garde les notations de la section 4.

Définition 5.1. Soit Q un ouvert non-vide de R?, C': © — R? une multifonction semi-
continue inférieurement sur 2 a valeurs convexes fermées non-vides telle que C(x) C
B(0,71),Vz € Q. Soita € Q,b € Cla) & T > 0 tel que a + TB(0,r1) C Q. Soit
X :[0,7] — £ une fonction absolument continue et Y : [0, 7] — R? une fonction a
variation bornée. Alors le couple (X, Y") est une solution du processus de rafle du second

ordre par C' sous les conditions initiales (a,b) (SW(C,a,b)) S
t

i) X(t)=a / Y (7)dr, vVt e [0,T] ;
0
(i) Y(0)=0b;
(iii) Y(t) € C(X(1)), vt € [0,T] ;
dDY

(iv) ~diDY] (t) € Nox@)(Y(t))  |DY|-pp.

Remarque 5.2. Le couple (X,Y) est une solution du processus de rafle du second ordre
SW(C,a,b) S et seulement S Y est une solution du processus de rafle (du premier
ordre) SW(C(X(+)),b) et (X,Y) vérifient la condition (i).
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Théoréme 5.3. Soit Q un ouvert non-vide de R? et C': O —= R? une multifonction
continue pour la distance de Hausdorff a valeurs convexes fermées non-vides telle qu'il
existe 7o € R4, g > 0 et r; > 0 avec B(wxg,70) C C(x) C B(0,r1), Vo € .
Soita € Q,b € Cla) ¢ T > 0 tels que a + TB(0,r;) C Q. Alors il existe une
fonction r;-lipschitzienne X : [0, 7] — et une fonction continue & variation bornée
Y: [0,7] — R? telles que (X,Y) soit solution du processus de rafle du second ordre
SW(C,a,b).

Références. [CDV, Theorem 6.1]. Voir auss [C7].

On donne a présent notre résultat de stabilité pour le processus de rafle du second
ordre.

Théoréme 5.4. Soit 2 un ouvert non-vide de R? et {C, C,, : n € N} des multifonctions
continues pour la distance de Hausdor ff définies sur (2 a valeurs dans |es sous-ensembles
convexes fermés non-vides de R¢. On suppose que

(i) pour toute suite (x,,),, dans Q qui converge vers z € Q, C(z) C Li(Cy(zy));

(i) pour tout = € Q, Ls(Cy(z)) C C(z);

(iii) il existe zp € R%, ro > 0 et r; > 0 tels que, pour tout n € N, B(xg,rg) C

C,(z) cB(0,71), Vx € Q.

Pour chaque n € N, soit a,, € 2, b,, € C,,(ay,) tels que (a, ), converge vers a € (2 et
(by)n converge vers b € R, Soit T > 0 tel que a,, + TB(0,71) C Q, Vn € N. Pour
chaque n € N, soit X,,: [0, T] — © une fonction r;-lipschitzenne et Yy, : [0, 7] — R?
une fonction continue & variation bornée telle que (X, Y,,) soit solution du processus de
rafle du second ordre SW(C,,, an, by,). Alors il existe une sous-suite (X, , Yy, )k, une
fonction r;-lipschitzienne X : [0, 7] — et une fonction continue & variation bornée
Y: [0,T] — R< telles que

(1) la suite (X,,, )x converge uniformément vers X sur [0, 7] ;

(2) la suite (Y, ), converge simplement vers Y sur [0, 7] ;

(3) lecouple (X,Y) est solution du processus de rafle du second ordre SW(C, a, b).

Preuve. Soit K le sous-ensemble compact de 2 défini par K = {a,a, : n € N} +
TB(0,r). Pour chague n € N, comme (X,,,Y,,) est solution de SW(C,, a,,b,), on a
Y, (t) € C(X,(t)) CcB(0,71), ¥Vt € [0,T]. D’ol

t
X, (t) = ap —|—/ Y,(r)dr € a, +tB(0,m1) C K .
0

comme la suite (X,,), est ri-lipschitzienne, elle est équi-continue et par le théoréme
d Ascoli, il existe une sous-suite (X, ), qui converge uniformément vers une fonction
r1-lipschitzienne X : [0,7] — Q. (Enfait, X: [0,7] — K et K C Q.) Il est facile de
voir que les multifonctions {C'(X (+)), Cp. (X, (+)) : k € N} vérifient les hypothéses du
théoréme 4.4. Comme pour chaque k € N, Y,,, est solution de SW(C,,, (X, (), an, ),
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le théoréme 4.4 permet d’ affirmer que lasuite (Y5, ), converge simplement vers une fonc-
tion continue & variation bornée Y : [0, 7] — R qui et solution de SW(C(X(+)),b).
D’ apres la remarque 5.2, il ne reste plus qu’a montrer que

X(t):a-l-/otY(T)dT, vVt € [0,T] .

D’ aprés le théoréme 4.2, pour tout k£ € N, on a |[|DY,,, || < 4(ro, ||bn, — zol|). Aing,
M = sup,, || DY, || < +oc0. On adonc pour tout ¢ € [0, 77,

Yo, )] < [[Yn, (8) = Yu (O] + [V, (O)]] < /[0 " d[ DY, | + [bn, |

< M +sup||by, || < +oo.
k

Comme (Y, )r converge simplement vers Y, d’ aprés le theoreme de Lebesgue, (Y, )
converge vers Y dans Lg, ([0, T]). Finalement, comme pour tout n € N,

t
Xn(t) = an —{—/ Y, (7)dr, vt € [0,T7],
0

on obtient .
X(t):a+/Y(T)dT, vVt € [0,77],
0

ce qui acheve la preuve. [

On finit cette section en donnant un résultat d’existence d’'un minimum dans le pro-
cessus de rafle du second ordre.

Théoréme 5.5. Soit 2 un ouvert non-vide de R¢ et C': © == R une multifonction
continue pour la distance de Hausdorff a valeurs convexes fermées non-vides telle qu'il
existe zg € R, rg > 0 et r; > 0 avec B(xg,r9) C C(x) C B(0,71), Vz € Q. Soit
a€QbeCla) et T > 0telsquea+ TB(0,r;) C Q. On note S I’ensemble des
paires (X,Y) de fonctions X : [0,7] — € r;-lipschitziennes et Y': [0,7] — R?
continues a variation bornée solutions du processus de rafle du second ordre par C' sous
les conditions initiales (a, b) (SW(C, a, b)).

Soit ¢: [0,T] x B(0,1) x Q x R? — [0, 4+o00] une fonction semi-continue inférieure-
ment telle que ¢(t, -, =, i) Soit convexe et positivement 1-homogene sur B(0, 1) pour tout
(t,z,y) dans [0,T] x © x R%. Alorsil existe (X,Y) dans S tel que

dDY

a:= inf / £ X(1),Y (1) d|DY|(t
W J O Dy X @Y @) DY)

dDY ~, . ~ ~
_ /M ot 4 X0V (0) AIDY ().
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Preuve. Soit (X,,,Y,,), une suite minimisante, c'est-a-dire, (X,,,Y,,) € S pour tout
n € N et

dDY,
= i t, ——— X, (1), Y, (1)) d| DY, |(t) .
“ nLrgo/[O’T]¢(7d|DYn|, (1), Ya (1)) dIDY, (1)

Comme (X,,),, est équi-lipschitzienne, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer
que (X,,), converge converge uniformément vers une fonction r;-lipschitzienne X.

On va montrer le fait suivant : (Y,,),, est une suite de Cauchy pour la convergence
uniforme.

D’ apres Moreau ([Mo2]), pour toute fonction a variation bornée continue a droite
¢:[0,T] — R< telle que p(0) = 0, on a

vee[0.7], e < /[ {5.D).
,t

Alors pour tout entier m et n, on a

vt e [0,T], L|Yn(t)— Y (t)|? < / Y,, = Y,,, DY, — DYy,) .
[0,¢]

Rappelons que par le théoréme 4.2, on a sup,, f[o 7] |DY,,| < +00. On pose p, = |DY,|
et p =)o, 2" Pour tout n > 1, on au, < pu. |l existe donc une fonction

ll el
intégrable g,, dans L. ([0, T), 1) telle que |[DY,,| = g,u. On adors

dDY, dDY,

DYn - n| — n
d|DYn|| | DY, | I

n

dD
On pose Z,, = - pour tout n > 1. Comme

dDY,,

—apy® € Nox,an(¥a(®))  IDYal-pp.

on peut facilement montrer que

—Zn(t) € Nox, ) (Ya(t)  p-pp. (*)

Détails: fixons n € N. Soit N,, un u,-négligeable tel que

dDY,

Vte [0,T)\ Np,, ——-—
0,77\ 1DV

(t) € No(x, (t)) (Yn(?)) -
S u(Ny) = 0, (x) est vérifie. Sinon, comme py, = gnpu avec g € Ly ([0, 7], 1) € pn(Ny) = 0, il existe

un p-négligesble M,, C N, te quegn|N \M,, = 0. A présent, si t € N, \ M,,ona

dDY,
d[DY|

(t) =0 € No(x,, 1)) (Yn(?)) -

Ainsi (x) est encore vérifié.
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I decoule de la définition de Z,, que

HYa(®) = YolOP < [ (Vo= Yo 2o = Zu o (5.5.)
(0,¢]

Pour tout s € (0,77, on pose Y;;"(s) = Projox, (s)) (Ym(s)). Alors le second membre
de (5.5.1) peut s écrire

/[0 (0als) =Y, Zas) d) + / (Y(5) = Yin(5), Zun(5)) dp(s)

[0,t]

[ ) = Yale) Z () ).

Comme Y;,(s) € C(X,(s)) & —Z,(s) € Ne(x, (s))(Yn(s)), pour p-presque tout s €
[0, 7], on trouve

o (Yn(s) = Y (5), Zn(s)) du(s) < 0.

De pluson a
/[o 9 (Yin(s) = Ya(s), Zm(s)) du(s)
< /[O,t] o (_Zm(s)? C(Xn(S))) d,u(S) + / <Ym(8)7 Zm(8)> dM(S) )

[0,t]

Comme (X,),, converge uniformément vers X et comme C est continue, (C(Xn))n
converge auss uniformément vers C'(X). Alors pour tout ¢ > 0, il existe my dans N*
tel que m > n > my implique

Vs € [0,T], h(C(Xm(s)),C(X,(s))) <e.
(Ici h et ladistance de Hausdorff sur R9.) 11 suit que pour tout ' € R et tout s € [0, 77,
6% (2, C(Xim(s))) — 6*(2/,C(Xn(s)))| < ell'||

des que m > n > mgy. D'ou
/[0 (25, O (o) du)
< /[o,t] 6*(—Zm(s), C’(Xm(s))) du(s) +/

el Zm ()| du(s) -
[0,t]

Ainsi, on obtient

/[0 t]<Ym(s)—Yn(s),Zm(s»du(s)s / §* (= Zm(s), C(Xn(s))) du(s)

[0,t]

+ 6/[‘0715] HZm(S)H dﬂ(s) + /[O’t]<Ym(S), Zm(s)> d,u(s) . (552)
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Comme
Zm(s) € =No(x,(s)(Ym(s))  p-pp.,
et comme
sup |DY,| = sup 1 Zn |l dp < 400,
n>1J[0,T] n>1J0,T]
(5.5.2) donne
[ o) =Yalo) Zuls) duts) <csp [ oyl (653
[0, n>1J[0.1]

Finalement, on majore le troisieme terme du second membre de (5.5.1). On a

/[0 () = Vi) Zalo) )

< | sup HZanu> sup [[Y;"(s) = Yin(s)]l
n>1.J0,T] s€[0,T]

= | sup |DYn|) sup d(Ym(3>)aC(Xn(5)))
n>1.J00,7) s€[0,T]

< | sup |DYn|) sup h(C(Xn(s)), C(Xn(s)))
n>1J1[0,T] s€[0,T

< esup |DY,,|
n>1.J[0,7]

des que m > n > mq. En combinant aors la précédente inegalité, (5.5.2) et (5.5.3), on
voit que (Y,,), est une suite de Cauchy. Donc (Y},),, converge uniformément vers une
fonction continus anariation bornée Y avec f[o,T] |DY| < sup, f[O’T] |DY,|. D'aprées le
théoreme 5.4, (X,Y") est solution du processus de rafle du second ordre SW(C, a, b).
On peut appliquer a présent le corollaire 3.4 a I’intégrande ¢. On trouve

. dDY,,
a= lim /[O,T] 0t 3T XD Y2 (1) AIDY, ()

dDY ~, . ~ ~
> /M ot 2o X 0.7 0) DT

puisque (X,,Y,), converge uniformément vers (X,Y) et puisque (DY, ), converge
faiblement vers DY d apres la proposition D. [
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6. Appendice : semi-continuité des fonctionnelles intégrales définies sur |’ espace
des mesures.

Dans cet appendice, on donne plusieurs résultats concernant la semi-continuité des
fonctionnelles intégrales définies sur |’ espace des mesures a variation bornée.

Le théoreme suivant est la généralisation aux mesures vectorielles a valeurs dans un
Banach et définies sur un espace polonais d'un résultat de Y. Reshetnyak ([Re, Theo-
rem 2).

Théoreme 6.1. Soit ¢: T' x B’ — [0, +o0] une fonction semi-continue inférieurement
sur T' x B’ telle que pour tout ¢ € T', ¢(t, -) est convexe et positivement 1-homogene sur
B'. Soit (my,) une suite bornée tendue dans M (T, E’) qui converge faiblement vers
m € M®(T,E"). Alors on a

.. dmy dm
imint [ o(t 25 (0) dimi 1) > [ (e (0) dlml ().

Preuve. Cette preuve suit plusieurs étapes développéees par Y. Reshetnyak ([Re], [C5])
dans le cas ol T' est localement compact et £ = R? avec certaines modifications
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que

azlirr}ﬁinf/Tgb(t, djl%(t)) d|mk|(t):Iilgn/Taﬁ(t,%(t))dlmkl(t)-

Pour chague k € N, on considére la mesure v, € MY (T x B, R), image de |my| par
I"application ¢ — (¢, 424 (¢)), T — T x B’. On a ([DM, 111(73)]),

7 dlmy]|

o= [ 80y ) dlmel()
ou 6, est la mesure de Dirac en z. Comme (my), est bornée et comme |jv| =
[ dimg| = |lmgl|, la suite (v), est aussi bornée. De plus, comme la suite (my)y
est tendue, pour tout € > 0, il existe un compact K de T tel que sup,, |m|(T'\ K) < e.
On a

ve([T'x B\ [K x B']) = v ([T \ K] x B') = |my|(T'\ K) .

Et donc sup,, v ([T x B’ \ [K x B’]) <e. Comme K x B’ est compact, cela montre
que (vx )i est tendue. Alors, d’ apres le theoreme de Prokhorov (Théoreme 2.1), (v )i est
relativement faiblement compacte dans I’ espace M (T x B’,R) des mesures de Radon
positives définies sur T x B’ ; observons que M% (T x B’,R) muni de |a topologie
faible est un espace polonais — voir [Bk2, Proposition 5.10]. Aingi, il existe une sous-
suite (v, ), de (v,), e une mesure v € MY (T x B',R) telles que (v, ), converge
faiblement vers v. Comme ¢ est positive et semi-continue inférieurement sur 7' x B’,
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I'application 7 — [ ¢ dr définie sur M5 (T x B’,R) est faiblement semi-continue
inférieurement ([DM, Théoreme 111.55]). On trouve alors

. dmy, )
a= IIIEn/T (¢, M(t)) dlmg|(t) = ll;;n/TxB’ @(t, x) dvg, (t, )

> / o(t,x)dv(t,z) . (6.1.1)
TxB’

Soit . la projection de v sur T' définie par

1 :/ o dv(t, x) .
Tx B

Grace a un réesultat de désintégration des mesures (voir [V1, theoreme 9], [V2, théore-
me 2], [C1], [SP], [CV], [IT]), il existe une fonction p-mesurable \: ¢t — \; de T' dans
I'espace M, (B’) des probabilités de Radon sur B’ muni de la topologie faible, telle
que

T
En reprenant (6.1.1), on trouve
0> / 6(t, 2) du(t, z) = / 6(t, 2) de(x) du(t) - (6.12)
TxB' T JB'
Soit a présent b(\;) € B’ le barycentre de A\, défini par

Comme b(A\): T — B’,t —— b()\;) est mesurable et comme pour chaque ¢ € T,
I’ application ¢(t, -) est convexe et semi-continue inférieurement sur B’, on a

¢(t7x) d>‘t(£> > gb(ta b(>\t)) ’ vieT.
B’

I decoule aors de (6.1.2) que
0> / Bt b(A)) du(t) (6.1.3)
T
Montrons a présent que m = b(\)u. Soit f € C"(T, E). Pour chague k € N, on a
dmk
[ s@yami) = [ (o, g @) dmale) = [ (5(0).0) dmfea)
T T d|mk| Tx B’
D’un autre coté, comme (my, ), converge faiblement vers m, on a

/Tf(t)dmu):n;n/Tf(t)dmkp(t).
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De plus, comme (f(-),-) € C®(T x B’,R) et comme la site (v, ), converge faiblement

vers v, on a
/ (), 2) du(t, z) = lim / (), ) du, (¢, )
Tx B’ P JrxB’

En regroupant les trois inégalités précédentes, on trouve

[ rwaney = [ po.apavta) = [ [ . ana

:/(f(t),/ zd(z)) dp(t) :/T<f(t),b(kt)>du(t>

= [ rmaome

Cela prouve que m = b(\)u et donc que T
I

b(\). On déduit aors de (6.1.3) que

dm
o> [ otb0)du(t) = [ (. GH®) duto). (6.0

Soit |b(\)|: T — [0,1],t — ||b(A¢)]|. Comme u est une mesure positive sur 7', on a

dlm| = |b(\)| du et donc

dm d|m|
_ am dml g, = b(\)| dp -
diml dy | b))

On obtient pour presque tout ¢ € T,

(1. 0 0) = 6(1 PO T (1) = B o( (1)

Finalement, en utilisant (6.1.4), on trouve

dm dm
o> [ ot GE0) dutt) = [ (e (0) M) dntr

|
= [ (e g 0) dpI O = [ 6(e 5 0) diml(e).

Ce qui donne le résultat. [
Remarqgues 6.2. 1. Le théoreme de Reshetnyak montre que les fonctionnelles

Iy: MY(T,E') — RT, m+— /Tqb(t, %(t}) d|lm|(t)

sont sequentiellement semi-continues inférieurement sur les sous-ensembles bornés ten-

dus de M®(T, E').
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2. Lorsque T est un espace topologique localement compact (non nécessairement
métrisable), C. Castaing a montré dans [C5] le méme résultat sans hypothese de tension
sur la suite de mesures.

3. On peut trouver une preuve tres différente du theoreme de Reshetnyak (avec E =
R™ et T' C R™) dans le livre de Buttazzo ([Bu, Theorem 3.4.3]).

On donne maintenant un résultat concernant les fonctionnelles intégrales définies sur
I’ espace des mesure a variation bornée, associées a une multifonction semi-continues
inférieurement a droite. Ce résultat est inspiré des travaux de C. Castaing ([C6]), R. Ro-
ckafellar (J[Ro2]) et M. Valadier ([V3]).

Soit 7" > 0. On considére sur [0, 7] la topologie naturelle T et la topologie droite 7.
(Voir Kelley [Ke]). On a T C 74. De plus, il est connu que ([0, 7], 74) est un espace
topologique paracompact ([Ke, p. 172]).

Soit BRC([0, 77, E) I"espace des fonctions bornées continues a droite (i.e., continue
sur [0,7'] muni de la topologie droite 7;) de [0, 7] dans E. Notons que BRC([0, 7], E)
est un sous-espace de LY ([0, 7). Ainsi I'intégrale de v € BRC([0, 7], E') par rapport &
m € Mb([0,T], E") est définie par

dm

/ wdm| = /[m (u(t). gy () (1)

On munit |’espace BRC([0, T, E) de la topologie faible induite par la dualité (séparée)
avec M°([0,T], E).

Une multifonction I': [0,7] == E a valeurs convexes compactes non-vides est dite
bornée si (J, (o 1 I'(¢) est borné dans E.

On note SBRC |’ensemble des sélections de I' continues a droite et par S°(|m]|)
I’ensemble des sélections de I" dans £ ([0, T, |m]|).

Le cone normal aSERC enw € BRC([0, T, E) par rapport aladualité avec M® ([0, T},
E') est défini par

NSIQRC(U) = {m € Mb([O,T],El) . (u,m) = 5*(m,S§RC)} 5

ol &*(-, SERC) représente la fonction support de SERC par rapport a la dualité avec
Mb([0,T], E").

Théoreme 6.3. Soit I': [0, 7] == E une multifonction bornée semi-continue inférieure-
ment & droite sur [0, 7] & valeurs convexes compactes non-vides.

Alors SERC est un convexe faiblement compact non-vide de BRC([0, 7], E) €t la
fonction support de SERC est donnée par la formule

6 (m, SEFC) = /[O’T] 6*(%<t>m<t>) djml(t)

pour tout m € M®([0,T], E').
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De plus, le cdne normal a SERC en u € BRC([0, T, E) est donné par

dm

Ngre (u) = {m € M(0.T], ')+ i (1) € Ny (u(0) \m|—p.p.}

OU Np(u(t)) est le cone normal a I'(¢) au point u(t).

Preuve. La non-vacuité de SERC provient du théoréme de sélection de Michael ([Mi]):
comme ([0, 7], ;) est un espace topologique paracompact, et comme la multifonction
I': ([0, T],74) = E est semi-continue inférieurement et bornée, il existe une sélection
bornée et 4-continue v de T'.

La convexité de T'(¢) implique celle de SERC. Montrons que SERC et fermé pour
la topologie faible : soit (u,), Une suite généralisee dans SERC qui converge vers un
u € BRC([0,T], E). Pour tout =’ € E' et t € [0,T], 2'6; est dans M®([0,T], E’). On a
donc

(U (t), ") = (ug, '8y — (u,2'6;) = (u(t), z) .

«

Celaveut dire que (u(t)) converge faiblement vers u(t). Comme I'(t) est fermé, u(t) €
I'(t). Donc u € SBRC,

Soit ¢: [0,T]. x B — [0,+0c0] e ¢:[0,T]_ x E' — ]—00,+0c0] les deux
fonctions semi-continues inférieurement définies par

Ut z) =06(x, (1),  V(,z)€[0,T]x E,
c'est-&-dire la fonction indicatrice de I'(t) et z et
o(t,z") =6 (2/,T(t)) , V(t,z') € [0,T] x E",

c'est-&-dire la fonction support de I'(¢) en z'.

Soit m quelconque dans M®([0, T, E'). Soit I,: LY ([0,T], |m]) — ]—o00, +o0] €t
Iy: Ly([0,T], |m|) — ]—o0, +00] les fonctionnelles intégrales associées a ¢ et ¢.

A I'aide d'un résultat standard de dualité ([CV, Corollary VI1.15]), on trouve pour
tout v € LL, ([0, T], |m|),

Is(v) = (Iy)" (v) = sup{(v, u) — Iy (u) : w € LF ([0, 7], [m])} .

Comme -9 ¢ L1, ([0, T], [772]), on obtient
d|m]

| o.0w) diml) - sup{ |t diml(t) s u e ss°<|m|>}
(0,77 [0

dml| ]
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Il reste & montrer I’inégalité inverse. Pour cela, soit uw € S (|m|) et « € R tel que
< [ (@), g (o) dimite) (631
a u(t), — m|(t) . 3.
0,7 d|m|
Il suffit de montrer qu'il existe un v dans SERC tel que
a< [ qult) g (o) dimi(e)
[0,T] " d|m| '

Soit 5 > 0 suffisamment grand pour que ||u||- < 5 et soit ¢ > 0 vérifiant

. dm _
a < /[07T1<u<t),ﬁ(t)>dym|(t>—255. (6.3.2)

D’ apres le théoreme de Lusin, il existe un ensemble K 7-compact (et donc 74-fermé) tel
que [m|([0,T] \ K) < ¢ et tel que w soit T-continue (et donc 74-continue) sur K. On
considéere aors la multifonction A: [0, 7] == E définie pour tout ¢ € [0, 7] par

Al) — u(t), stekK,
t)= { I'(t) N B(0,3), sinon.

Il est clair que A est a valeurs convexes non-vides. Montrons que cl A est 74-semi-
continue inférieurement. (Ici, ¢l A(t) = cl(A(t)).) Soit U un ouvert de E. On a

AdA~(U)={te[0,T]: dAt)NU # 0}
={te[0,T]: A(t) N U # 0}
={tel0,T]:Tt)NUNDB0,8) #0}\{te K:u(t) ¢U}.

Comme U est ouvert, grace a la 7,-semi-continuité inférieure de I et a la 74-continuité
de @, I’ensemble cl A~ (U) est ouvert dans [0,7]._ . Cela prouve la 7,4-semi-continuité
inférieure de cl A.

Ainsi, par le théoreme de Michael ([Mi]), il existe une sélection ;-continue u de cl A.
Comme u est forcément bornée, u € SERC. Puisque v = sur K, en utilisant (6.3.1) et
(6.3.2), on trouve

Td

dm o o
/[O,T]<““)’d—<t>>d|m|<t>— / (a(t), -— (t)) dfm|(t)

(0,7
_ dm _
i /[O,T]\K<U(t) —uld), W(t» 4l (e)

_ dm _ _
> /[Oﬂ (@), W(t» d[m|(t) — 26 |m|([0, T]\ K)

> .
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Cela prouve la premiére partie du théoreme.

Soit u € SERC. D’ aprés la premiére partie de la preuve, on a

N (u) = {m € M"([0,T], E') : (u,m) = §*(m, SE*°)}

/[O’T] [6*(%(1&),1“(1&)) — (u(t), %(7&))} dml(t) = 0}

- {m e Mb([0,T], E') - 6*(%(7&),F(t)) — (u(t), %(t» -0 |m\-p.p.}
= {m e M*([0,T],E') : %(t) cd[6(-.T ()] (u(t)) ]m|-p.p.} ,

ol 0 [6(-,I'(¢))] (u(t)) est le sous-différentiel de &(-,I'(¢)) en u(t). Comme ce sous-
différentiel est en fait le cone normal a I'(¢) en u(t) ([Rol]), cela prouve la seconde
partie du theoreme. [

7. Appendice : produit de mesures.

Dans cet appendice, on prouve deux lemmes qu’'on a utilisés dans la section 3. Ces
résultats sont classiques pour les mesures réelles définies sur un espace topologique
localement compact. (Voir [Bk, Chap. 11, §4], [Di2].) Par précaution, on donne ici les
preuves compléetes de ces résultats pour des mesures vectorielles définies sur un espace
polonais.

Lemme 7.1. Soit S un espace polonais. Soit m € M®(T, E') et A € MP(S,R). Alors
il existe une mesure unique m ® A dans M®(T x S, E') telle que

m@MNAx B) =m(A)A(B), V(A B) e B(T) x B(S) .

De plus, on a
Im @ Al = |m| @ [

dm©)) _ dm__ d) -
dmo  dm] Jay  meAPh

Cc'est-a-dire, pour |m ® A|-presque tout (¢,s) € T' x S,

dm®)) . dm o\
dmar = g g
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Preuve. D’aprés la régularité de la mesure bornée |m/|, il existe une suite (K,), de
compacts de 7' et un |m|-négligeable N dans T' tels que {N, K, : p € N} soit une
partition borélienne de T'. D’ aprés la régularité de la mesure bornée ||, il existe une
suite (L, ), de compacts de S et une |\|-négligeable M dans S tel que {M, L, : ¢ € N}
soit une partition borélienne de S.

Pour chague (n,q) € N x N, on considere les mesures m,, € M*(T,E’) et )\, €
MP(S,R) a support compact supp(m,) = K,, supp(A,) = L, définies par

my(A) =m(ANK,), VAeB(T),
MN(B)=ABNL,), VBeB(S).

Onam =3 my, [m|=>|m,| e X=> A, [N\ = |\] Par [Di2, §22], il existe®
une mesure Zz)/g =m,® )\quans MO(T x ;, E') telle q(L]Je

(1) v2(A x B) = my(A)A(B), V(A,B) € B(T) x B(S) ;

(@) 2] = Imp| @A)

(3) supp(v) = supp(1m;) x SUPP(Ag) = K X Ly
Pour tout C' € B(T') ® B(S) = B(T x S), comme

||V§(C)|| = |lmp @ Ag(O)|| < [myp @ Ag|(C) = [myp @ Ag[(C N [K) x L))
< my|(Kp) [Agl(Lyg)

lasérie ) vi(C) est absolument convergente. On pose aors
p.q

v(C) =) vi(C) = my@A(C) .

Par |’ absolue convergence, v est une mesure sur 7' x S. De plus, puisgue pour (p, q) #
(p',q'), supp(my, @ Ag) Nsupp(my ® Ay) =0, ona

WI(C) =D mp @ A|(C) = ) Imy @ Agl(C)

=Y " Impl @ INI(C) = O Imyl) @ (O N (€)
= |m| @ [A|(C) .

On en déduit que v est une mesure bornée sur 7' x S puisque |v| @ |\ € MP(T x S, R).
Ceg-adirev € Mb(T xS, E"). On pose m® A = v. Finalement, I’ unicité de v provient
de [Di1, §8].

6En fait, on considere la restriction m,, (resp. S\q) de la mesure my, (resp. A\y) au compact K, (resp. Lg).
Alors, par [Di2, §22], il existe une mesure o = m, @ Ay dans M (K, x Lg, E') produit de m, avec \,.
On étend alors 74 en une mesure v de M?(T x S, E') en posant v (C) = #3(C' N [Kp x Lg]) pour tout
C € B(S) ® B(T).
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Montrons maintenant que |m ® A|-presque partout,

dm®A)  dm - d\
dm®MN — dm| ~ dN

Soit (A, B) € B(T) x B(S). On a

(7.1.2)

me NAx B) = m(ANB) = [ T dml(t) [ ) i)
dm dA
= [ g dmlod

« B dm|

dm dA
= — ® ——(t,8)dm & Al(t, s) .

oo o © )0 2.9
Comme B(T x S) est engendré par les ensembles de la forme A x B, cela prouve
(7.1.1). O

Remarqgue 7.2. Comme remarqué par M. Vaadier, on peut aussi montrer ce lemme en
utilisant la mesure v € M®(T x S, E') définie par

y(C):/(j%@%(t,s)d(!m\®|)\|)(t,s), YO € B(T % S) .

Lemme 7.3. Soit S un espace polonais. Alors I’application produit IT: M®(T, E’) x
MP(S,R) — MYT x S, E"),(m,\) — m ® )\ est continue sur les sous-ensembles
H x K de M*(T,E’) x Mb(S,R) ol H est un sous-ensemble borné et tendu de
MY(T, E') et K est un sous-ensemble borné et tendu de M®(S, R). De plus, TI(H x K)
est borné et tendu dans M®(T x S, E').

Preuve. Remarquons d’abord que IT est continue sur M®(T, E') x M?(S,R) lorsque
MP(T x S,E") et muni de la topologie 7 de la convergence simple sur C*(T, E) ®
C’(S,R). Cela provient de I’ égalité

Zfl®gl7m®)\> wa gw )

pour tout dément S | f; ® g; de C(T, E) @ C*(S,R) et tout (m, \) € MO(T, E') x
MP(S,R). Latopologie T est separée et plus faible que la topologie faible sur M®(T x
S, E"). D’ apres le theoreme de Prokhorov (Théoréme 2.1) un sous-ensemble borné tendu
de M®(T x S, E") est relativement faiblement compact. La topologie = coincide donc
avec la topologie faible sur les sous-ensembles bornés tendus de M®(T x S, E'). Il suffit
donc de montrer que ITI(H x K) est borné et tendu dans M®(T x S, E’). D’apres le
lemme 7.1, pour tout (m, \) € M®(T, E’) x M®(S,R), on a

Im @ A = |m @ (T x S) = |m| @ |\(T x S)
= [m[(T) [m[(S) = [[m|[ [ All
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Donc II(H x K) est borné. Montrons qu'il est aussi tendu. Soit a = sup{||m|| : m € H}
et b = sup{||A|| : A € K}. Comme H et K est tendu, pour tout £ > 0, il existe un
compact K. deT" et un compact L. de S tels que

|m|(T\KE)§%, Ym e H,
|A|<S\Ls>s%, VAekK.

Ainsi, on a pour tout (m, \) € H x K,

[m @ A[([T > ST\ [Ke x Le]) < fmf @ [A[([T > (S\ Le)] U (T Ke) x S])

< Im[(T) [AI(S\ Le) + [m|(T"\ Kc) [Al(S)
< a% + 2ibb
<e.

Cela prouve que II(H x K) est tendu. O



CHAPITRE I

SEMI-CONTINUITE, APPROXIMATION ET CONVERGENCE
DES APPLICATIONS VECTORIELLES

1. Introduction.

Il est classiquement connu que si v est une application semi-continue inférieurement
d’un espace métrique (X, d) dans [0, +oc], aorsil existe une suite (¢*); d applications
lipschitziennes croissant vers v donnée par la formule

vee X, ¢f(x)= yig({%/}(y) + kd(z, )} -

Cette approximation est tres utile pour traiter des problemes de semi-continuité inférieure
([Bu]), de représentation intégrale ([Bu], [C4]) et d’ épi-convergence ([A], [AW1], [AW?2],
[CE], [H]) — voir aussi |a preuve du théoreme 1.5.7. Recemment, A. Gavioli a éabli un
résultat d’ approximation lipschitzienne pour les multifonctions semi-continues supérieu-
rement ([Ga]).

Notre but est de trouver une approximation du méme type (i.e., donnée par une for-
mule) pour les applications a valeurs dans un treillis de Banach. Pour cela, on rappelle
d’abord quelques résultats de convergence dans un treillis de Banach (3%™ section),
et on introduit une nouvelle notion de semi-continuité inférieure pour les applications
vectorielles (4°™ section). Dans la 5%™ section, on donne un résultat d’ approximation
lipschitzienne pour les applications & valeurs dans un treillis de Banach. Dans la 6°™ sec-
tion, on introduit une notion de convergence pour les applications vectorielles généralisant
la notion d épi-convergence des fonctions a valeurs réelles (voir [A]) et on relie cette
convergence avec la convergence des approximations.

2. Notations.

Soit E un treillis de Banach complet pour I'ordre” (voir le livre de Peressini [P
ou celui de Schaefer [Sc, Chapter I1]) : E est un espace de Banach de norme || - ||,

"Dans toute la suite, on pourra considérer que E est I’espace LP([0,1],\) avec 1 < p < 400, muni de
I”ordre naturel.

51
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partiellement ordonné dans lequel toute partie non vide majorée (resp. minorée) admet
une borne supérieure (resp. inférieure). De plus, E doit vérifier la propriété (x) ci-apres.

On note < I'ordre sur E. On note £, = {e € E : e > 0} le cone positif de
E et EX = {e € E; : |le] < 1}. La valeur absolue |e| de e € E est définie par
le| = sup{e, —e}. Les points de E vérifient la propriété suivante :

Ve,feE, le[<|fl=lell <[/l ()
On dit qu'un sous-ensemble C' de E est ordre-convexe si
Ve,yec C,Vze B, x<z<y = ze(C.

Remarquons que E; est un cone fermé normal i.e., tout point de £ admet une base de
voisinages ordre-convexes ([P, Propositions 11.4.7 & 11.4.13] ou [Sc, Proposition 11.5.2]).

On goute & £ un plus grand éément +oco et un plus petit @ément —oo. On note
E=FEU{-0c0,+x}, E®* = EU{+cc} & E$ = E, U{+0cc}. On éend les opérations
de £ aF en posant

(+00) + e = +o0, Ve cE
(—00) +e= —o0, Ve € EU{—00}
O0e =0, Ve e E

tw=w, (~t)w=—w, Ywe {-o0,+o00},tec R} .

Soit A un sous-ensemble non vide de E. On a supA = 400 s +oo est le plus
petit élément de £ qui majore A. On définit aussi tsup A (suprémum topologique) par
tsupA=supA s supA e FettsupA = +oo S pour tout e € E et tout voisinage V' de
Odans E, il existea € Atel quea € e+ V + ES. On abien sir (voir lemme 3.9) que
tsup A = +oo impligue que sup A = 4oco. La réciprogue est en généra fausse, i.e., le
suprémum de A peut étre égal a +oo sans que tsup A existe. Cette notion est plus faible
que celle d'isosup de [BPT].

Dans toute la suite, (X, d) désigne un espace métrique. On note B(x, r) (resp. B(e, r))
la boule ouverte de X (resp. F) de centre z € X (resp. e € E) et de rayon r.

3. Résultats de convergence. Rappels.

On rappelle quelques notions et résultats de convergence dans le treillis de Banach
complet F.

Lemme 3.1. ([Sc, Lemmall.5.8]) Soit (e, ), une suite croissante dans £ qui converge
en norme vers e. Alors e = sup,, e,,.
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Lemme 3.2. ([Sc, Lemmall.5.8 & Theorem 11.5.11]) Supposons que E est réflexif. Soit
(en)n Une suite croissante bornée en norme dans E. Alors elle converge en norme vers
e =3sup,, en.

Définition 3.3. ([Sc, Definition 11.5.12 & Theorem 11.5.10]) On dit que E possede une
norme ordre-continue s toute suite dans £ décroissant vers 0 converge en norme vers
0. En particulier, s E est réflexif, E possede une norme ordre-continue.

Lemme 3.4. Supposons que E posséde une norme ordre-continue. Soit (e, ), une suite
croissante et majorée dans E. Alors elle converge en norme vers e = sup,, e,.

On introduit une notion de limite inférieure (resp. supérieure) danskE :
Définition 3.5. Soit (e,,),, une suite dans E. On définit la limite inférieure et supérieure

de la suite (e,,),, par:

lime, = sup inf e , lime,, =infsupey .
o >n n

n n k2 " k>n

Lorsque E posséde une norme ordre-continue, on a

lime, € E = lime,, =Iliminf e ,

n n n kzn
lime, € E = lime,, =limsupey .
n n n ]CZ'I’L

Définition 3.6. ([P, Definitions 1.5.1 & 1.5.3]) Une suite (e,,),, dans E converge pour
I'ordre vers e si e = lim e, = lim, e,. Elle x-converge pour |'ordre vers e si toute
sous-suite de (e, ),, admet une suite extraite qui converge pour I’ ordre vers e.

Proposition 3.7. Soit (e,,), une suitedans £ et e € E.

a) S (e,), converge en norme vers e € F, elle x-converge pour |’ordre vers e.

b) Réciproquement, s £ possede une norme ordre-continue et si (e, ), *-converge
pour |’ordre vers e alors elle converge en norme vers e.

Preuve. Je n'ai pas réussi a trouver dans la littérature (en particulier dans [Sc] et [P])
ce résultat énoncé tel quel. Jen donne donc ici une démonstration rapide. La premiere
partie est extraite de [P, Proposition 1V.2.4].

Il est clair que I’on peut supposer e = 0. Soit alors (e, ),, une suite de £ convergeant
en norme vers 0 et (f,), une sous-suite de (e,),. Comme I'application e — |e| est
continue, la suite (|f,.|), converge aussi en norme vers 0. |l existe donc une sous-suite
(| fi )y, de (| f2])n telle que pour tout k& € N, k| f,,, | € B(0,27%). On a aors pour tout

m,p €N,
m—+p

> klfa,l€B(0,27™).

k=m+1



54 I1l. APPROXIMATION DES APPLICATIONS VECTORIELLES

La suite (gm)m = (D_p—y k| fn,]),, €st donc une suite de Cauchy dans E. Il existe alors
g € E, tel que (g,n)m converge vers g en norme. D’ aprés le lemme 3.1, g = sup,,, gm
et par conséquent, pour tout £ € Nona|f,, | < %g. En particulier

1 1
kEeN Zg>f, > ——gq.
Vk e N, kg_fk_ 29

D’ou . .
=lim(—g) >limf, >limf, >lim(—=]¢g=0.
0= (50) 2 s 2 ims zim (7)o -0

Ce qui prouve que (fy,,)r converge pour I’ordre vers 0 et par suite, la suite (e,),
x-converge pour I’ ordre vers 0.

Réciproquement, soit (e, ),, une suite qui x-converge pour I’ordre vers 0. 1l suffit de
montrer que de toute sous-suite de (e, ),, On peut extraire une sous-suite qui converge
en norme vers 0. Soit donc (f,,), une sous-suite de (e, ),. Il existe une suite extraite
(fn,)p Qui converge pour I’ordre vers 0. Soit V' un voisinage de 0 et V un voisinage
ordre-convexe de 0 inclus dans V. Comme E possede une norme ordre-continue, il existe
p € N assez grand tel que

inf f,, €V,  supfn, €V.
k=p k>p

De plus, pour tout & > p, on a

inf fnk S fnk S &prnk N

kzp k>p
Comme V est ordre convexe, on en déeduit que pour tout k& > p, f,, € V.Ce qui prouve
que la suite ( fnp)p converge vers 0 en norme. [

Remarque 3.8. Si £, est d’intérieur non vide, la convergence pour |’ ordre est équivalente
ala convergence en norme dans E. En particulier, £ possede une norme ordre-continue.

Lemme 3.9. Soit A un sous-ensemble de E. Alorstsup A = +oo implique que sup A =
+00.

Preuve. Soite € E. Pourtoutn € N, il existea,, € A tel quea,, € e+5(0,1/n)+E3. I
existedonce,, € B(0,1/n) tel quesup A > a,, > e+e,. Commelasuite (e,,),, converge
vers 0 en norme et comme le cone E ;. est fermé onasup A > lim,, (e+e,,) = e. Comme
e est quelconque dans F, on en déduit le résultat. [

Lemme 3.10. On suppose que £ possede une norme ordre-continue. Soit (e, )., €t (hy)n
deux suitesdeE. On a

lim(e, + h,) <lime, +Ilimh, .
n

n n
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Preuve. On peut supposer gue toutes les limites sont dans E. Soit n € N. Pour tout
k>mn,onaeg+ hy <ep+sup;s, hy. I en découle que

inf (ex + hx) < inf (ex + Suph;) = inf eg + sup hy, ,
>n k>n j>n k>n k>n
et donc
lim inf (ex + hg) < liminf e, + limsup Ay, .
n k>n n k>n N k>n
Cest adire

Ce qui finit la preuve. [

4. |nf-continuité.

On introduit une nouvelle notion de semi-continuité inférieure pour les applications
de X dans E*°. Par commodité, pour toute application ¢): X — E*® et tout U C X, on
note infy(U) = inf{y(z) : x € U}.

Définition 4.1. Soit ¢: X — E* une application. On dit que ) est propre s'il existe
x € X tel quey(x) € E. On définit le domaine (effectif) de ¢ par dom(y) = {z € X :

On dit que ¢ est inf-continue en x € X s pour tout voisinage V' de 0 dans E' et pour
tout e € £ avec e < ¢(x), il existe un voisinage U de z tel queinfy(U) € e+ V + EY.
On dit que 7 est inf-continue (sur X) s elle est inf-continue en tout point de X.

Exemple 4.2. Soit ¢: X — R* une application semi-continue inférieurement et e €
E$. Alors I'application ¢: X — E,x +—— ¢(x)e est inf-continue.

Proposition 4.3. Soit ¢: X — E* une application et =z € dom(z)). Alors ¢ est inf-
continue en = S et seulement si pour tout voisinage V' de 0 dans E, il existe un voisinage
U dex tel queinfy(U) € ¥(z) + V.

Preuve. Supposons que i est inf-continue en z. Soit V' un voisinage de 0 dans F.
Comme E, est normdl, il existe une voisinage ordre-convexe V de 0 inclus dans V. Il
existe alors un voisinage U de z tel queinfy(U) € ¢(x)+‘7+E;. |l existedonc v € V
tel que infy(U) > o (x) + v. D’autre part on ainfy(U) < i(z) et (z) € p(z) + V.
Comme V est ordre-convexe, on en déduit que inf ¢(U) € y(z) + V C ¢(z) + V.
Réciproquement, soit V' un voisinagede O dans £ et e € E tel quee < ¥ (x). Il existe
aorsunvoisinage U dex tel queinfy(U) € ¢(x)+V.Douinfy(U) € e+V+ES. [
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Proposition 4.4. Soit¢: X — E* une applicationet I': X == FE la multiapplication
définie pour tout y € X par I'(y) = {e € E : e < ¢(y)}. Alors ¢ est inf-continue
enx € X s et seulement si la multiapplication T est inf-continue en x, i.e., pour tout
ouvert V de E tel queT'(z) NV # (), il existe un voisinage U de x tel que

(NTw|nV#0.

yelU

Preuve. Supposons ¢ inf-continue en z. Soit V' un ouvert de E tel que I'(x) NV # 0.
Il existe donc e € V tel que e < +(x). D’aprés I'inf-continuité de ¢ en z, il existe un
voisinage U de z tel queinfy(U) e e+ (V —e)+ E$ =V + E}. Il existedonc f € V
tel que
VyeU, (y) =infylU) > f.
D’ou
feTw).
yeU

Ce qui prouve I'inf-continuité de I" en .

Réciproguement, supposons que I" est inf-continue en x. Soit V' un voisinage ouvert

ordre-convexe de 0 et e € I tel quee < 7)(x). Onal'(z) N (e+ V) # 0. Il existe donc
un voisinage U de z tel que

(N TwW|n(e+V)#0.

yelU

Il existe dlors f € V tel que pour tout y € U, e + f € T'(y) ou encore ¢(y) > e + f.
D'ouinfy(U) > e+ f et doncinfy(U) € e+ V + ES. Ce qui prouve I’inf-continuité
deyenz. O

Remargue 4.5. La définition usuelle de semi-continuité inférieure pour les applications
vectorielles est la suivante ([Thl], [Th2], [PT], [BT], [BPT]) : une application ¢: X —
E* est dite semi-continue inférieurement en x € X s pour tout voisinage V' de 0
dans E et pour tout e € E tel que e < ¢(z), il existe un voisinage U de = tel que
Y(U) C e+ V + E ou de fagon équivalente si la multiapplication I': X —— £ définie
pour tout x € X par I'(z) = {e € E: e < 3(x)} est semi-continue inférieurement en
x ;S Y(z) € E, cela est encore éguivalent a : pour tout voisinage V' de 0 dans E, il
existe un voisinage U de z tel que ¢ (U) C ¢ (x)+ V + EY. Cette notion est plus faible
que I'inf-continuité considérée ici et que la continuité classique, aors que I’inf-continuité
n'est en général pas comparable avec la continuité. Toutefois, s £, est d’intérieur non
vide la semi-continuité inférieure et I"inf-continuité coincident :
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Proposition 4.6. Soit ¢: X — E*® une application et =z € X.

a) S v est inf-continue en x, alors elle est semi-continue inférieurement en .

b) Réciproquement, s F/, est d’intérieur non vide et si ¢ est semi-continue inférieu-
rement en x, alors v est inf-continue en .

Preuve. Le @) est immédiat. Montrons b) : soit V' un voisinage de 0 et e € E tel que
e < 9(x). Comme I'intérieur de £, est non vide, il existe f € int Ey N (=V). Aing,
E, — f est un voisinage de 0. D’ aprés la semi-continuité inférieure de ¢ en z, il existe
un voisinage U de = tel que ¢(U) C e+ (E4 — f) + E. On adonc

vyeU: ¢(y)26_f7
et donc inf(U) > e — f. Comme —f € V, on obtient infy)(U) c e+ V + ES. O

On donne dans les deux propositions suivantes quelques résultats que I'on utilisera
plus loin.

Proposition 4.7.
a) Soit ¢»: X — E une application ordre-lipschitzienne® sur X :

AL €RY, 3he By, V(z,y) € X x X, |(x) — ¥(y)| < Ld(x, y)h,

alors 1) est inf-continue sur X.

b) Soit (v;):cr une famille finie d’ applications de X dans E* inf-continuesen z € X.
Alors ¢ = sup;; v; est inf-continue en .

c) Soit (,,), uUne suite croissante d applications de X dans E* inf-continues en = et
¥ = sup,, ¥,. On suppose que si x € dom(¢)) alors (v, (x)), converge en norme vers
Y(r) et que sl z € dom(y) alors ¢ (x) = tsup,, ¥, (z). Alors + est inf-continue en z.

d) Supposons que E possede une norme ordre continue. Soit (v, ), une suite d ap-
plications de X dans E* inf-continues en x € X telle que ¢ (x) = tsup,, ¥, (z). Alors
1 est inf-continue en .

e) Soit 1v: X — E* une application inf-continue en x € X et o € RT. Alors
I"application az) est inf-continue en .

f) Soit 1,12 X — E* deux applications inf-continues en =z € X. Alors |’ applica-
tion (¢ + 12) est inf-continue en z.

Preuve. @) Soit z € X, V un voisinagede 0 dans F et e € E tel quee < ¢(z). On a
VYye X, (y)>(x)— Ld(x,y)h > e — Ld(z,y)h .
Il existe r € R tel que B(0,7) C V. Soit dlorsU = B(z, 57 ). Ona

infy(U) > yIQfU{e — Ld(z,y)h} =e— Sh.

8]l existe plusieurs notions de condition de Lipschitz pour les applications vectorielles. Celle donnée ici,
est adaptée a notre probleme. On renvoie a [St, Remark 2.2] pour une exposition des autres définitions.
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Douinfy(U) ce+V + EX.

b) 1l suffit de montrer le résultat pour I = {1,2}. Soit V' un voisinage de 0 dans F,
W un voisnage de 0 tel que W + W C V ete € E tel que e < ¢(x). Pour i € I,
posons e; = inf{e,;(z)}. Il existe alors un voisinage U de z tel que pour i € I, on ait
infy;(U) € e; + W + ES. |l existe donc w; € W N Ey tel queinfy;(U) > e; —w;. On
aaors pour i € I,

Infw(U) > Inf’l,bl(U) > e — Wi > e — W — Wy
> sup{er, ea} — wi — wo

>e—w;— Wy .

Douinfy(U) ce+V + EX.

) Supposons d'abord que z € dom(z). Soit V un voisinagede 0 dans £ et e € F
tel que e < v (x). Soit W un voisinage de 0 tel que W + W C V. Il existe ng €
N tel que ¢, (z) € ¥(x) + W. D autre part, il existe un voisinage U de = tel que
inf )y, (U) € ¢n,(x) + W+ ES. Commeinf(U) > inf,, (U), on obtient inf(U) €
Y(r) + W+ W+ ES Ce+V + ES. Cequi prouve que ¢ est inf-continue en .

Supposons a présent que z € dom(v)) \ dom(«)). Soit V' un voisinage de 0 dans E, W
un voisinage de 0 tel que W + W C V et e € E. Comme ¢(z) = tsup,, ¥, (x) = +00,
il existe ng € N tel que ¥, (x) € e+ W + ES et donc ¢, (x) > e+ f pourun f € W,
Il existe aussi un voisinage U de x tel que inf,,,(U) € (e+ f) + W + E%. On aalors
infy(U) > infy, (U) ce+ W +W + ES Ce+V + ES. Et donc ¢ est inf-continue
en .

Finalement, s = ¢ dom(z)), il existe un voisinage U de z tel que U ndom(z) = (. On
adonc pour tout e € E et tout voisinage V' de 0 dans E, +oo = infy(U) € e+ V + E5.

d) En remplacant chaque v,, par sup{v; : i < n}, grace au b), on peut supposer que
la suite (1),,),, est croissante. Si = € dom(v), d’ aprées le lemme 3.4, la suite (¢, (x)),
converge vers ¢ (z). Si x € dom(v)) \ dom(z)), on av(x) = tsup,, ¥, (z) = +oo. Il suffit
alors d' appliquer le c).

€) On peut supposer que « est strictement positif. Soit V' un voisinage de 0 dans £
etec Etel quee < (arp)(z). D’ apres Iinf-continuité de ¢ en z, il existe un voisinage
U de z dans X tel queinfy(U) € e+ 1V + ES. D'olinf(ay)(U) = ainfy(U) €
e+ V + E%. Ce qui prouve I'inf-continuité de a1 en .

f) Soit V' un voisinage de 0 dans E, e € E tel que e < (¢1 + 12)(x). Il existe un
voisnage W de O tel que W + W C V ete; € E tel quee; < 1);(x) pour i € {1,2} et
e1 + ex = e. D’ apres I'inf-continuité de v; en x, il existe un voisinage U de x tel que

infy;(U) ee;+ W +ES, Vie{l,2}.

Comme inf(i1 + 12)(U) > infy1(U) 4 inf o (U), on obtient inf(¢q 4+ 2)(U) € e1 +
e2 +WH+W+ES CetV+ES O
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Proposition 4.8. Soit ¢v: X — E*® une application inf-continue en z € X et (z,),
une suite dans X qui converge vers z € X. Alorson a ¢ (x) <lim_(z,) .

Preuve. On peut supposer que lim v (z,) < +oc. Soit e € E tel que e < ¢(x). Pour
tout £ € N, il existe un voisinage U;, de x tel que infy(Uy) € e + B(0,1/k) + EY.
D’autre part, il existe n,, € N tel que Vp > ny, z, € U,. On pourra supposer que la
suite (ny ), @nsi construite est croissante. On a aors pour tout k& € N,

limy(z,) = sup inf ¢(x,) > inf o(z,) > infe(Us) € e+ B(0,1/k) + EX .
p=ng

n Lk P2nk

Pour tout k£ € N, il existe donc un e;, € B(0,1/k) tel que

limi(z,) >e+ey .

n

En particulier, lim ¢ (z,) € E. Comme la suite (ex ), converge vers 0 et comme le cone
E, est fermé, en passant alalimite on trouve lim ) (x,) > e. Finalement, comme ceci
est vrai pour tout e € E tel que e < ¢(x), on trouve lim ) (z,) > ¢(z). O

On donne aussi un lemme fondamental pour la suite.

Lemme 4.9. Soit ¢v: X — E* une application inf-continue en x € X. Alors on a

Y(x) = tsupinfy(B(z,r)). Deplus, si ¢¥(z) € E,onay(z) = Iilminfw(B(a:,r)).
rl0 r|0

Preuve. Remarquons d’abord que I’application » — inf(B(x,r)) est décroissante.
Supposons que ¥ (z) € E et soit V' un voisinage de 0 dans E. D’ apres la proposition 4.3,
il existe un réel ro > 0 tel que

VreR, 0<r<ry, infp(B(x,r))e(x)+V.

D’ou ¢(x) = Iilrginf@D(B(:z:,r)).
Supposons a présent que ¥ (x) = +oo. Soit V' un voisinage de 0 dans F et e € F.

Comme ¢ est inf-continue en z, il existe un réel » > 0 tel queinfy(B(z,r)) €e+V +
ES$.D'ouy(x) = tsupinfo(B(x,r)). O
rl0
Finalement, on donne deux résultats simples basés sur la notion d’ épigraphe.
Définition 4.10. Soit ¢»: X — E* une application. L’ épigraphe de ) noté Epi ¢ est le
sous-ensemble de X x E défini par

Epi ¢ = {(z,e) € X x E:¢(x) <e}.
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Proposition 4.11. Soit ¢v: X — E* une application inf-continue sur X. Alors son
épigraphe Epi ¢ est fermé dans X x E.

Preuve. On sait que toute fonction semi-continue inférieurement a un épigraphe fermé
([BPT, Proposition 1.4]). En particulier, grace a la proposition 4.6, toute application
inf-continue a un épigraphe fermé. [

Remarque 4.12. En général, il n'y a pas d’ équivalence entre la semi-continuité inférieure
d’une application vectorielle et le fait que son épigraphe soit fermé — voir [BPT], [PT].

Proposition 4.13. ([AW2, Lemma 2.5]) On suppose que X et FE sont séparables. Soit
Y, ¢: X — E* deux applications. On suppose que v est inf-continue sur X. Alors il
existe un sous-ensemble dénombrable D dense dans X (qui ne dépend que de ¢) tel que
sy <¢surDaorsy < ¢sur X.

Preuve. Ce résultat a été demontré par H. Attouch et R. Wets dans [AW2] pour les
applications avaleursréelles. Lapreuve dansle cas vectoriel est identique. On lareproduit
ici par commodité pour le lecteur : comme X x E est séparable, il existe un ensemble
dénombrable DT dense dans Epi ¢. Soit D la projection de D' sur X. Il est clair que
< ¢ sur D éguivaut & {(z,e) € X X E: ¢(x) <e, x € D} C Epiyp. Onaaors

Epi¢ C {(z,e) e X x E: ¢p(x) <e,x € D} CEpiyp =Epiv.

La premiére inclusion est triviale : soit (z, e) € Epit ; comme D' est dense dans Epi ¢,
il existe une suite (z,,, e, ), dans DT qui converge vers (z, e). Le seconde inclusion est
immédiate et la derniere égalité provient de la proposition 4.11. [

5. Résultat d’approximation.

Dans cette partie, on donne une version vectorielle de |’ approximation lipschitzienne
pour les applications inf-continues (Corollaire 5.3). En vue d’ applications a la conver-
gence des fonctions vectorielles (voir 6™ partie), on donnera d’ abord le résultat sous
une forme assez générae.

Théoreme 5.1. Soit {«, ¢, : n € N} des applications inf-continues propres de X dans
E*. On suppose que

(i) il existea,be FE, et xy € X telsque
—a —d(z,x0)b < p(x) < Y(x), Vre X,VneN;

(i) pour tout n € N, dom(t)) = dom(¢,,) et dom() est separable.
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Alors il existe h € E7 et ko € N tels que les applications YF: X — E définies pour
tout £ > kg et tout n € N par

V(@) = Jnf {Un(y) + kd(, )b}y, Vee X,
verifient les propriétés suivantes :
@) Wo(2) — i) < kd(z,y)h, Y(z,y) € X x X ;
@ () = rll < kd(z,y), V(z,y) € X x X ;
(3 —a—d(z,x0)b < Ypi(x) S Ypti(z) < dnl(z), Vo eX;
(4) Yn(z) = supipy(z), VoeX;
k
(5) bule) = limok(z), Vo € dom(un)
(6) Yn(x) = tsupyi(z), Va € dom(ehy).
k
De plus pour tout = € dom(v)) et tout r > 0, il existe k,.(z) > ko tel que

Vn e N, Vk > k.(x), ¥F(z)>infy, (Bz,r)) .

Remarques 5.2. 1. La derniere partie du théoréme 5.1 assure que sur |’adhérence du
domaine de 1, la convergence des fonctions % vers v, est “uniforme” en n. Cette
propriété nous sera utile dans la section 6.

2. L'idée de la preuve (pour une seule fonction ) est la suivante : supposons qu’il
existe h € E- tel que pour tout = € dom(v)), il existe o, € R, avec

0 <9(z) < agh. ()

On a dors
YH(z) = inf{e(y) + kd(z,y)h : y € dom(v)}

= inf{y(y) + kd(z,y)h : y € B(z,a./k)}

> infy (B(z,a,/k)) .
Grace au lemme 4.9, on trouve alors

Sl];lpwk(:c) = supinfs) (B(z, az/k)) = $(x)

Ce qui donne le résultat. L'idée est donc d’approcher un v quelconque par une suite
d’applications (e, ), Vvérifiant (7).

Preuve. On note Y = dom(v)(= dom(z,,)) I’adhérence du domaine de . Soit (z.,,)m
une suite dense dans dom(v)) et h € E défini par

1 a b — WJ(me)’
h=— + + 27
3 llall+1 " (o]l +1 ; [ (zm) || + 1
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Comme v,, est propre, il est clair que

YRy = inf  {¢n(y) +kd(z,y)h} < +oo, Ve X,VkeN.
yEdom('t/Jn)

Soit kq la partie entiere de 6(||b]| + 1) + 1. Pour k& > kg et y € dom(¢,,), on a

wn(y) + kd(%,y)h Z —a—d Y, To b+ kd(SC y)h

(¥, o)
> —a—d(z,x0)b — d(y,x)b+ kd(x,y)h
> —a— d(z, z0)b — d(y, 2) (BBl + 1B] + kd(z, y)h
> —a—d(z,z0)b+ [k = 3(|[bll + D] d(z, y)h
> —a—d(z,x0)b .

En prenant I’inf pour y € dom(«,,), on en déduit que ¥ (x) > —a — d(x,z0)b €t donc
que ¥k (z) € E.
Montrons (1) : soit k > ko, n € N et x,y € X. Pour tout z € dom(z),,), on a

Yn(2) + kd(z, 2)h < 9 (2) + kd(y, 2)h + kd(z, y)h
et en prenant la borne inférieure pour z € dom(s),,), on trouve
Y (@) < P (y) + kd(z, y)h .
Cest adire
U (@) = ¥n(y) < kd(z,y)h .
De la méme fagon, on obtient

Ur(y) — (x) < kd(z, y)h .

D’ou
[ () — Yn(y)| < kd(z,y)h .

Le (2) provient du (1) et de la propriété (x). Le (3) est clair. Montrons a présent (4) a
(6). D’ apres la construction de h, pour tout m € N, il existe a,,, € R™ tel que

V(xm) + a+ d(zo, Tm)b < aph .

Soitz €Y et (en,4(T))ng = (infwn(B(x,l/q)))nq. Il est clair que pour tout (n,q) €
Nx N, e, 4(z )EEetque

enq(T) > —a — {d(m, xo) + ﬂ b. (5.11)
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De plus, comme x € dom(z)), il existe une sous-suite (xmp)p de (z,,)m, Qui converge
vers x. Fixons ¢ € N. Il existe p € N assez grand tel que z,,, € B(z,1/q). On aaors
pour tout n € N,

0<enq(x)+a+ [d(x,xo) + ﬂ b=infy,(B(x,1/q)) +a+ [d(x,xo) + ﬂ b
< ¢n(xmp) +a+ d(CCo,ﬁmp)b + gb

2
< Y(wm,) +a+d(zo, v, )b+ &b

< |am, + 2ol + 1) 2.

On pose aig(x) = o, + S([b] + 1)

On a donc construit un éément ~ de E7, une suite (e, ), , o applications de ¥
dans E et une suite de fonctions (o), de Y dans R tels que pour tout x € Y et
(n,q) € NxN,

en,q(r) = inf4,(B(z,1/9)) < ¥n(z),

1 (5.1.2)
0<enq(x)+a+ |d(z,zo) + p b < ay(x)h.
Fixons (n,q) € N x N, et posons pour tout k£ > kq et tout x € Y,
k .
Bhg(@) = I {eng(y) + k(. y)h}
On a
B q(x) < Uh(x), (5.1.3)
ﬁyq(:v) < ep,q(x). (5.12.9)

Fixonsk > ko et x € Y. Soit y € Y \ B(z,204(z)/k). On ad aprés (5.1.1) et (5.1.2),
Cra(0) + b, y)h = e,y (0) + b+ Sz, )b
> en,q(y) + ag(x)h + gd(x,y)h
> —a— {d(y, xo) + ﬂ b+ enq(x) +a
+ [d(:z:,axo) + ﬂ b+ gd(a:,y)h

> enq(x) + [—d(y, x0) + d(z,20)] b+ gd((L’, y)h

> g(2) — dla, )b+ Sz )b

> enalo) + | = 3000+ 1) s

> en,q() .
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On déduit aors de (5.1.4),
nq(@) = inf{en o (y) + kd(z,y)h : y € B(w,2a4(2) /k) N Y},
et donc
Broq(w) = Inflenq(y) 1y € Bz, 2aq(x)/k) N Y}

> inf{inf , (B(y, 1/9)) : y € B(x, 20,(x)/k)}

> inf ey, (B(a:, Ly Q%T(x))) .
En conclusion, pour tout =z € Y, (n,q) € N x N et k > kg, on a grace a (5.1.3)

Uh(e) Zinfy, (B, 1+ 2042)) (5.15)
Fixons alors z € Y et soit » > 0. Il existe ¢ € N tel que 1/q < r/2. Le réd o,(x)
est aors déterminé. Il existe donc &, (z) € N tel que 2a,(x)/k,(x) < r/2. On aaors
1/q+ 204(x)/k.(xz) < r. D apreés (5.1.5), on a pour tout k > k,(x) et n € N,

Uh(@) = 0@ (2) Zinf g, (Bla, L+ 38)) >infy, (Bz.r) . (516)

Grace au lemme 4.9, on trouve alors pour tout n € N,

Pn(z) > ts]ljm/}ii(w) > tsupinf oy, (B(z,7)) = tn(z) .

r>0

Soit a présent n € N, x € dom(v),,) et £ > 0. D’apres le lemme 4.9, il existe r > 0 tel
que

[¢n(x) —infe)y (B(z, )| <e .
D’autre part, d’ apres (5.1.6), il existe k,.(x) € N tel que
VE > ke(z), 0 < u(x) — (@) < gu(e) —infy, (B(z,r)) .
D’ou
Vk > ke(z),  [¥n(@) = dp (@)l < [ln (@) —infe, (Bz,m)| <e.

Ce qui prouve que la suite (¢ (x)), converge en norme vers v, (z).
Findlement, s « ¢ Y, onad(z,Y) > 0. Pour tout n € N et tout £ > ko, on trouve

LDZ(Q?) = Inf {d]n(y) + kd(xv y)h}

> ylg{/{ a —d(y, o) + kd(z,y)h}

> inf {~a — d(z,z)b — d(y, )b+ kd(x,y)h)

> inf {—a —d(z,z0)b — 3(|b]| + )d(y. 2)h + kd(z, y) )

> Inf {—a —d(z,20)b+ [k — 3(|b] + 1)] d(z, y)h}

> —a — d(z,z0)b + [k — 3(||b|| + 1)) d(z,Y)h . (5.1.7)

En prenant alors le sup sur &, on obtient
+00 = () = sup ey () > sup{—a + [k — 3(||b]] + 1)] d(z, Y )h} = +o0 .
k k

Ce qui finit la preuve. O
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Corollaire 5.3. Soit ¢v: X — E* une application inf-continue propre sur X telle que
dom(v)) soit separable. On suppose qu'il existe a,b € FE, et 2y € X tels que

Y(x) > —a—d(x,z0)b, Ve e X .

Alorsil existe h € EY et ky € N tels que les applications ¢*: X — E définies pour
tout k > ko par

P (x) = inf {(y) +kd(z,9)h} . Ve X,

verifient les propriétés suivantes :
@) [ (@) = (y)] < kd(z,y)h, V(z,y) € X x X ;
@) [[*(z) = * W) < kd(z,y), V(z,y) € X x X ;
(3) —a—d(w,20)b < Y*(x) <P (z) <W(x), VeeX;
@) ¥(z) =supy®(x), VreX;
k
(5) w(z) =limy*(z), Ve € dom(y) ;
(6) ¥(z) = tsupy*(x), Va € dom(y).
k
Remarques 5.4. 1. Grace a la proposition 4.7.c, si ¢v: X — E* est une application
telle qu'il existe une suite (¢*), d applications vérifiant les propriétés (1) a (6) du
corollaire 5.3, alors ¢ est inf-continue sur X.
2. L'éément h € E- (qui dépend de ¢)) donné dans le theoreme 5.1 et le corollaire 5.3
n'est pas unique : tout h € E7 vérifiant les propriétés suivantes peut &tre utilisé :
(i) il existe v,, v, € RT telsque a < v h et b < vyh;
(i) il existe un sous-ensemble D dénombrable dense dans dom(v)) tel que

Vz € D, Ja(z) € RT, ¢(z) < alz)h.

3. S (1n)n €st une suite d’ applications de X dans £ vérifiant pour tout n € N les
hypothéeses du corollaire 5.3, on a

U (@) = inf {1 (y) + kd(z,y)hn} -
yey
D’ apres la remarque précédente, on peut prendre
Y (x) = inf {tn(y) + kd(z,y)h} .
yeyYy

ou h € E est défini par
h=Y 2"h,.

Toutefois, la derniere assertion du theoreme 5.1 n’est plus vérifiée.
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6. Convergence des applications vectorielles.

Une notion naturelle de convergence des applications a valeurs vectorielles est donnée
par la convergence des épigraphes au sens de Kuratowski, Mosco ... Cependant, on ne
peut espérer qu’une telle définition donne de bonnes propriétés variationnelles (conver-
gence des minimums par exemple). On est donc amené a introduire une nouvelle notion
nommée V-convergence (et V*-convergence uniforme) pour les applications a valeurs
dans E*. Ces notions coincident avec la notion classique d’ épi-convergence (voir [A],
[AW1], [AW2)]) lorsque E = R. De plus la V*-convergence uniforme possede de bonnes
propriétés.

Définition 6.1. Soit {¢,, : n € NU{oo}} des applicationsde X dans E*°. On définit lali-
mite variationnelleinférieure (V-lim4,,) et lalimite variationnelle supérieure (V-lim«,,)
de la suite (¢,,),, par

V-limy,(z) = sup lim infwn(B@j?l/p)) )

p>1ln—oco

V-limy,(z) = sup lim inf, (B(z,1/p)) .

p>1"Te

On dit que la suite (1,,),, V-converge vers ¢, en z € X s

On note alors o () = V-limy, (x).

Remarque 6.2. On a trivialement les inégalités suivantes : V-lim, (x) < V-lim,, ()

Proposition 6.3. Soit {¢,,, : n € N} des applications de X dans E* inf-continues
propres sur X telles que

() il existea,be FE, et xg € X telsque
—a—d(z,20)b < p(z) <¢Y(z), Ve X VneN;

(i) pour tout n € N, dom(t),,) = dom(v) et dom(¢)) est separable.
Alors pour tout =z € X, on a

V-lime, (x) = sup lim 45 (x) , (6.3.1)
k n—oo
k n—oo

ou ¥ est I’approximation de v»,, donnée par le théoreme 5.1. De plus, s E possede
une norme ordre-continue, V-lim,, et V-lim),, sont des applications inf-continues sur
leur domaine.
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Preuve. Montrons (6.3.1) : soit z € X. Pour tout (k,n) € N x N, on a

Yn(2) > ¥y (x) .

D’ou
V-lim 4, () > sup lim inf o} (B(z, 1/p)) .

P n—oo

Or pour tout y € B(z,1/p), on a

Un(y) = () = kd(z, y)h > Yp(x) = Th.

On en déduit que

V-lim s, (z) = sup lim [wf(2) — £h| = lim vé() .

P n—oo n—oo

Comme ceci est vral pour tout & € N, on trouve

V-limy, (z) > sup lim j;(z) .
k n—oo
Montrons I’inégalité contraire : soit x € dom(v)) et p € N. D’ apres le théoréme 5.1, il
existe ky, (= kq/p(x)) tel que

VneN,  ¢kr(z) > infy, (B(z,1/p)) .
On obtient alors en supposant que la suite (k),), est croissante,

sup lim ¢ (z) = sup lim ¢y»(x) > sup lim infy, (B(z,1/p)) = V-limy,(z) .
k n—oo P n—oo P n—oo
Ce qui prouve I’inégalité contraire pour z € dom(z). Supposons que = ¢ dom(q)).
D’apres le point (5.1.7) de la preuve du theoreme 5.1, on a pour tout n € N et k& > ko,

U (2) > —a—d(w,20)b + [k — 3(||b]| + 1)] d(=, dom(v)) .

D’ou
suplim i (x) = 400 > V-lime, (z) .
k n

Ce qui prouve I'inégalité contraire pour tout = € X et finit de montrer (6.3.1). La preuve
de (6.3.2) est similaire.

Pour finir, remarquons que les applications lim % et [im,, ¢ sont ordre-lipschitziennes
sur X et donc, d'apres la proposition 4.7, V-lim1,, et V-lim,, sont inf-continues sur
leur domaine. [J

Lorsque E, est d'intérieur non vide, avec un hypothese supplémentaire sur la suite
(vn)n, la V-convergence est équivaente a la convergence points par points. Ce résultat
est classique pour les applications a valeurs réelles ([A, Chapter 2, §6] ou [DSW]). Pour
I’ énoncer, on donne la définition naturelle d équi-inf-continuité suivante :
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Définition 6.4. Une suite (1),,),, d’ applications de X dans E* est dite équi-inf-continue
enz € X s pour tout voisinage V' de 0 dans E et tout e € F, il existe un voisinage U
de x tel que pour tout n € N,

Yo(x) +V +ES, S Y,(x) €E,

inf o,
mw(U)E{e%—V%—EJF, S Y, () = +00.

En particulier, chaque v,, est inf-continue en .

Proposition 6.5. Supposons que E; est d'intérieur non vide. Soit (v, ),, une suite d'ap-
plications de X dans E* équi-inf-continue en z € X. Alors (¢,,),, V-converge vers 1o,
enz S et seulement s (¢, (x)),, converge pour |’ordre (et donc en Norme) vers ¢ ().

Preuve. 1l suffit de montrer que

V-|I_m¢n(33) = h_m¢n(x) ) (6.5.1)

On sait que V-lim, (z) < lim 1+, (z). Montrons I"inégalité contraire : soit M le sous-
ensemble de N défini par Ml = {n € N : ¢,,(z) € E}. Soit ey € intE, et pour tout
k € N, considérons le voisinage de 0 dans F défini par V, = E — %eo. Comme la suite
(1) €st équi-inf-continue en z, pour tout e € E il existe p;, € N tel que

Yn(z) + Vi + ES, S ¢,(z) € E,

inf 1, ;
inf e (B(x,1/pr)) € { etV + B2 S ¥ (z) = +o0.

Cest adire
U (T) — %eo, s neM,

inf,(B(z,1/pk)) > { 1

e — 1€o, s neN\M.

On en déeduit que

liminf v, (B(z, 1/pe)) > infe, lim o, (2)} — Leo
n n—-+00
neM

> inf{e, lim ()} — Leo .

n
En prenant le supremum pour k£ € N, on obtient

V-lim, () = suplimint o, (B(z, 1/pi)) > inf{e,lim, (a)} .

kK n n
S lim v¢,(x) € E, on obtient le résultat en prenant e = lim_ 1, (z). Sinon, comme
lim, ¢, (z) = +o0, on a

V-lim e, («) > inf{e, lim g, (x)} = e .

n
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Comme e est quelconque dans E, on trouve V-limd,, (x) = +oo. Ceci acheve la preuve
de (6.5.1). Celle de (6.5.2) est similaire. [

Lorsque F est d'intérieur vide la définition de V-convergence donnée plus haut n’ est
pas satisfaisante : s (1),,),, est une suite d applications constantes (e,,), C Ey, la V-
convergence de la suite (¢,,),, Se traduit par I’ ordre convergence de la suite (e, ), ; or
il serait plus satisfaisant d’avoir une convergence en norme. Pour cela, on introduit une
autre notion de convergence appelée V*-convergence (uniforme).

Définition 6.6. Soit {1, : n € NU {co}} des applications de X dans E*°.

La suite (¢,,), V*-converge vers ¢, en = € X s toute sous-suite de (1), ),, possede
une suite extraite qui V-converge vers 1o, en z. On note 1o () = V*-lim, ().

La suite (¢,), V*-converge uniformément vers ¢, sur X si de toute sous-suite
de (v,)n, ON peut extraire une sous-suite qui V-converge vers ¢, sur X. On note
Yoo = Vi-limap,.

Remarque 6.7. D’apres la définition de la V*-convergence, la suite (¢,,),, V*-conver-
ge vers 1, sur X s pour tout z € X, toute sous-suite de (v,), admet une suite
extraite (qui déepend de x) qui V-converge vers i, en x. Ceci justifie la définition de la
V*-convergence uniforme.

On donne a présent quelques propriétés de la V*-convergence. Ces résultats sont
classiques pour |’ épi-convergence des applications a valeurs réelles (voir le livre de
Attouch [A, Chapter 2, §2]).

On rappelle que pour toute suite (C,,),, de sous-ensembles d’'un espace métrique S,
la limite supérieure (au sens de Kuratowski-Painlevé) de la suite (C,,),, est définie par

LS(Cn) = {LL‘ SV El(nk)k, H(Ik)k, xr = |Ikrn:L'k, T € an} .

Soit ¢ une application de X dans E°®. On note infy = inf{y(x) : x € X},
Argminy = {x € X : ¢(x) = infy} et pour ¢ € R%, e-Argminy = {z € X :
| (x) —inf| < e}. Remarquons que e -Argminty peut étre vide.

Proposition 6.8. Soit (1,,),, une suite d’applications de X dans E* qui V*-converge
Vers ¢, sur X. Alors on a Ls(Epiv,,) C Epi ¢)s.

Preuve. Soit (x,e) € LS(Epiv,,) supposé non vide. Il existe donc une sous-suite (v, ),
de (¢, )n €t une suite (xy, ex ), QUi convergevers (z, e) et tellesque ¢, (z1) < ek, Vk €
N. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que le suite (¢, ), V-converge
Vers 1o, en = et que (ey)r converge pour I'ordre vers e. Fixons p € N. Pour k assez
grand, x;, € B(x,1/p). On a donc

inf b, (B(x,1/p)) < Yny () < € -
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D’ou
liminf ¢, (B(z,1/p)) < lim,, (z)) < lime, =e .
k k k
En prenant la borne supérieure pour p € N, on trouve
Pk

On adonc (z,e) € Epi poo. O

Remarques 6.9. 1. En fait, pour toute suite (v,,),, on a Ls(Epi ¢,,) C Epi(V-lim1,,).
2. Je ne pense pas que I’on ait I'inclusion (vrai pour les applications a valeurs réelles)
Epi(V-1im1,,) C Li(Epi ).

Lemme 6.10. Soit (1),,),, une suite d’applications de X dans E* qui V*-converge vers
Yoo €Nz € X €t (z,), Une suite dans X qui converge vers z. Alors de toute sous-suite
(tn ), ON peut extraire une sous-suite (¢, ), telle que

Yoo () < |I_m,¢”]q (Inkl> :
l

Preuve. Soit (i, ), une sous-suite de (i), Il existe une suite extraite (¢, ), qui
V-converge vers ¢ en x. Soit p € N. Pour [ assez grand, ,,,, € B(z,1/p). On adonc

inf @/}nkl (B(z,1/p)) < ¢nkl (xnkl) .
D’ou
liminf (B(z,1/p)) < limyn,, (xnkl) :
l l
En prenant la borne supérieure pour p € N, on trouve

Yoo () = supliminf i, (B(z,1/p)) <limi, (zn,,) -
l

p l

Ce qui prouve le resultat. [

Proposition 6.11. Soit (v, ), une suite d'applications de X dans E*® qui V*-converge
uniformément sur X vers ¢.,. Alors de toute sous-suite (¢, ), On peut extraire une
sous-site (¢, ), telle que

inf1hse > Tim [infwnk } .
1 l
Soit (&,,), une suite de R qui tend vers 0. S Ls(e,, -Argmint,,) est non vide, on a
Ls(en, -Argmini,,) C Argmin(¢so)
et il existe une sous-suite (¢, ), de (¢y,), telle que
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Preuve. Soit (¢, ), une sous-suite de (¢, ),. Il existe une suite extraite (¢, ), qui
V-converge vers ¢, sur X. Pour tout z € X et tout (I,p) € Nx N, ona

inf ey, <infe,, (B(z,1/p)) .

On en déduit que pour tout = € X,

fim [inf 4, | < supTiminf v, (B(.1/p)) = o (x)
p

Dol Tim inf e, | <inf g,

Soit a présent (e,,),, une suite de R qui tend vers 0. Soit = € Ls(e,, -Argmina,,). |l
existe donc une sous-suite (¢, ), de (1), €t une suite (), convergeant vers z telle
que xi € €, -Argmina,, . Pour tout k£ € N, il existe donc hy, € E, avec ||hy|| < en,
tel que ¢y, (zx) < infe,, + hi. D'aprés le lemme 6.10 et ce qui précéde, on peut
extraire une sous-suite (¢, ), telle que

Voo (@) < liMip, (21,) et inf@/;oozm[inf%l].
!

De plus, grace a la proposition 3.7, on peut supposer que (hg,); converge pour I’ ordre
vers 0. On trouve aors

inf oo < thoo() < ”Tm%kl (wr,) < Timn,, (z),)
S
g@[inf%l] +Timhy,
<infis .

On en déduit que = € Argmina,, et W [inf @anl] =infiys. O

Proposition 6.12. Soit (1),,),, une suite d’ applications de X dans E* qui V*-converge
uniformément sur X vers ¢, €t (e, ), une suite de R4 qui tend vers 0. Alors s'il existe
une suite (x,,),, relativement compacte dans X telle que z,, € ¢, -Argmini,,, Vn € N,
on a Argminz) # () et la suite (inf,,),, *-converge pour I’ordre versinf ... S de plus
E possede une norme ordre-continue et s infiy., € F, alors

inf Yo = lim[inf,] .

Preuve. Soit (¢r,(,,)), une sous-suite de (4,),. Par la proposition 6.11, on sait qu'il
existe une site extraite (¢'r,(,))  de (¢¥r,(n)),, telle que

inf o, > Tim [inf, ] -
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Il suffit donc de montrer que I'on peut extraire de (i, (,)), une stite (¢, ), telle
que
infyo < |I_m [Inf wm(n)} .

On en déduira aors que la suite (inf v, ),, de E x-converge pour I’ ordre vers inf ¢... De
plus, s E posséde une norme ordre-continue et si inf ., € E, (inf1,), convergeraen
norme vers inf ¢, .

Comme la suite (a:TQ(n))n est relativement compacte, on peut en extraire une suite
(xm(n))n qui converge vers un x € X. De plus, comme pour tout n € N, z.,(,,) €
Erg(n) “AIIMINTY (), ON @ 2 € LS(e,, () -Argmina ., ,,y). Par la proposition 6.11, on
peut affirmer que Argminiy., est non vide. Pour tout n € N, soit h,, € F, avec
[Anll < €ry(n) tel que

77/J7_3(n) (CUTg(n)) <inf ng(n) + h,, .

Quitte & extraire une sous-suite, grace a la proposition 3.7, on peut supposer que (hy, )y,
converge pour |’ordre vers 0. De plus, d’ apres le lemme 6.10, on peut extraire une suite

(¥ry()),, telle que

MiNYoe = Voo () < IMYr, (1) (71, (n))

I
n
I

IN
3

< lim [inf oz, u) + Pz, )
[inf 7y + 1M, ()
[

IN
3

inf wm (n)} )

n

ou |’avant derniere inégalité provient du lemme 3.10. [



CHAPITRE IV

CONVERGENCE DES INTEGRANDES VECTORIELS

1. Introduction.

Dans ce chapitre, on applique les résultats du chapitre Il aux intégrandes vecto-
riels : I"approximation lipschitzienne des applications vectorielles passe aisément aux
intégrandes vectoriels et permet de définir leur espérance conditionnelle.

D’ autre part, en utilisant la V-convergence introduite au précédent chapitre, on généra-
lise aux intégrandes vectoriels, laloi forte des grands nombres et un théoreme ergodique.
Ces deux derniers résultats sont inspirés de ceux donnés pour les intégrandes réels par
H. Attouch & R. Wets ([AW2]), C. Hess ([H]) et C. Castaing & F. Ezzaki ([CE]).

2. Notations.

On suppose que E est un treillis de Banach complet, séparable et réflexif de dual
fort £/ muni de I’ ordre canonique de cone positif £’_. On note (-, -) la forme bilingaire
de dualité entre £ et E’. Soit (f,,), une suite dense dans E’. Alors la suite (f,7), =
(sup(fn,0)),, est dense dans £/, . Il est bon de remarquer ([Sc, Proposition 11.5.15 &
Theorem 11.5.16]) que

e€ By < VfeFE,  (e,f)>0 < VneN, (e, fI)>0.

Soit (X, d) est un espace métrique souslinien. Quitte & considérer la distance équive
lente d = inf{1,d}, on peut supposer que d est bornée. On désigne par B(X) la tribu
borélienne de X.

On note B(E) latribu borélienne de E et on munit £* de latribu B*(E) engendrée
par B(E) et {+o0}.

Soit (€2, F, 1) un espace probabilisée complet et (©,7) un espace mesurable. On note
7 latribu des ensembles universellement mesurables ([CV, Definition 111.21] ou [DM,
Remarques 11.32]). Remarquons que F="F.

Pour tout A € B(X) (resp. B(E), B*(E), F, T),onnote 1 4 lafonction caractéristique
de A.

Finalement, on note L% (Q, F, 1) I'espace des classes de fonctions F-mesurables
de Q dans X et L,(Q,F,u) I'espace des classes de fonctions F-mesurables Bochner
integrables de 2 dans £ .
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3. Approximation des intégrandes.

Définition 3.1. Soit ¥: © x X — E*. On dit que ¥ est

e un 7-intégrande si ¥ est une application (7 ® B(X), B*(E))-mesurable ;

e un 7—-intégrande normal (propre) s ¥ est un intégrande et s pour tout £ € O,
I’application x — ¥(&, x), X — E* est inf-continue (propre) sur X.
Remarque 3.2. On dit qu'une application ¢»: © — E* est (7,B°*(FE))-mesurable s
pour tout A € B*(E), v ~1(A) € 7. Lorsque ¥(©) C E, comme E est séparable,
ceci est equivalent a I’existence d'une suite d applications mesurables étagées conver-
geant ssmplement vers «. En utilisant la réflexibilité de E, ¢'est encore équivaent a la
mesurabilité des applications £ — (¢(€), f) pour tout f € E’.

Lemme 3.3. Soit ¥: © x X — FE* un intégrande propre. Alors la multiapplication
I'eo = X,&— dom(¥(,-)) ={xr e X :V(¢x) € E} est a valeurs non vides
de graphe grT" = {(¢,2) € © x X : U(&,z) € E} mesurable dans 7 ® B(X). En
particulier, il existe une site (o,),, de sélections (7, B(X))-mesurables de I telle que
pour tout £ € ©, (0,(§)), Soit dense dans I'(¢).

Preuve. Il est clair que grT’ = U~1(F) € T @ B(X). L’ existence de la suite dense de
sélections mesurables de I' provient de [CV, Theorem 111.22]. O

Théoréme 3.4. Soit U, ¥,,: © x X — E°*, (n € N*) des 7—-intégrandes normaux
propres. On suppose de plus que

(i) il existe une application mesurable a: © — FE,, b € E, et une application
ug: © — X telles que pour tout n € N* et tout ({,z) € © x X,

_a(g) - d(x7u0(£))b < \Pn(gax) < \I/(S,ZL’) 3
(ii) pour tout n € N* et tout £ € ©, dom(V,,(&,-)) = dom(¥(E,-)).
Alors il existe une application T-mesurable h: © — EY et ky € N* tels que les
?-int'egrand% Uk. © x X — E définis pour tout k > k, et tout n € N*, par
V() = inf {Tn (€ y) +kd(@,)h(©)} , V(Ea) €O x X,
veérifient les propriétés suivantes :
D) U5 x) = Ui (&, )| < kd(z,y)h(), V(E,z,y) €O X X x X ;
@ w5 (& 2) = TRyl < kd(z,y), V(E 2,y) €OX X x X ;
() —a(§)—d(z,up(£)b < Uy (&, x) < UEHH(E 2) < U, (6, x), V(Ex) € OXX;
@) U, (& x) =supPr(&,a), Y(Ex)€O XX
k
(5) Wn(&,2) =liMWR(E,x), VE €O, Vo edom(Wy(¢, ) ;
(6) W,(&,2) =tsupWr (&, x), V€€ O, Voedom(T,(¢,-)).
k
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De plus, pour ¢ € O, considérons la suite d’ applications (U, (&, -)),, définies de X dans
E*. Ona

V-“_mllln(ga ) = sup “_m 7707]3(57) )

k n—oo
V_W\D’n(ga ) = 3sup lim wﬁ(év ) s
k n—oo
Preuve. D’aprés le lemme 3.3, il existe une suite (0., )., de sélections (7, B(X))-me-
surables de la multiapplication I" telle que pour tout £ € ©, (0,,,(§)). Soit dense dans
I'(¢). Pour tout £ € ©, le theoreme 111.5.1 permet d affirmer que pour tout n € N*, la
suite (Uk (¢, ), définie dans I’ énoncé avec ko partie entiere de 6(||b|| + 1) + 1 et

1

hE) =5

a(§) b —m (& om(§))]
fa@l+1 " ol +1 +;2 W (& om(@)+1]

vérifie bien les propriétés (1) a(6). Il ne reste gu’ amontrer lamesurabilité des applications

Uk Il est clair que h est une application (f,B(X))-mewrable. Soit n € N* et k > k.

Pour tout £ € © et pour tout (x,y) € X x X, posons \ig(g,m,y) = UE(E y) +

kd(x,y)h(£). On a Wk (€, 2) = infyepe UE(E,2,y). Soit f € E, et = € X. D' apres

[Sc, Corollary 11.4.2.1], on a pour tout £ € O,

n

<\I!k(£7$)7f> = Inf{z<\iﬁ(£7$7yz)>fz> :

i=1
Yi 6F(€)7 fZGEjrazzln?ZflzfaneN*} :
i=1

On adors pour » € R
A={ge0: (Y (&), f)<r}

:Uproj®|:{(€7y17--'ayn7f17"'7fn) €0 xX"x (E;)n

S AOE(Emy) i) <r > fi= f} ﬂ(ng“ X <E’+>“)] ,
=1 =1

ou I'(&) = (&) x nfds x (&), grI™ désigne le graphe de la multiapplication I'
et Projg la projection sur ©. Grace au théoreme de projection mesurable ([CV, Theo-
rem 111.23]), A € 7. L'application ¢ — (U (¢ z), f) est donc mesurable. Soit &
présent f € E’. On ala décomposition f = f* — f~ ou f*, f~ € E’ . L'application
¢ — (Uk(¢,2), f) est bien mesurable, comme différence des deux applications me-
surables & —— (UF (& 2), f1) et &€ — (UE(¢ x), 7). Ce qui prouve la mesurabilité
de I’application & —— W*(¢, x). D’autre part, comme x — W (¢, z) est lipschitzienne
pour tout ¢ € ©, on en déduit la mesurabilité de ¥* — voir [CV, Lemmalll1.14]. Lafin
du théoreme provient de la proposition 111.6.3. [



76 IV. CONVERGENCE DES INTEGRANDES VECTORIELS

Corollaire 35. Soit ¥: © x X — E°® un 7-intégrande normal propre. On sup-
pose qu'il existe une application mesurable a: ® — FE, b € E, et une application
ug: ©® — X tels que

V({,x) €O XX ’ \I](gax) > —a(f) - d(xau()(f))b :

Alors il existe une application T-mesurable h: © — EL et ky € N* tels que les
?-intégrand&e Uk: © x X — E définis pour tout k& > ko par

VE(E ) = inf {U(Ey) +kd(z,y)h(©)} V(6 7) €O X X,

verifient les propriétés suivantes :

(D) |WF(E ) — TR y)| < kd(z,y)h(€), V(E1,y) €O x X x X ;

(2) [[PF( ) = U*(E )| < kd(z,y), V(E2,9) €O X X x X ;

(3) —a(§) —d(z,up(€))b < WF(&,x) < WHH(E,2) < W(E,2), V(&2)€OXX;
(4) V(& x) =supTF(E,z), V(1) €O XX ;

(5) W(E, x) = IiZn Uk(¢,x), VEE€BO, Vo edom(U(E, ) ;

(6) ¥(¢ ) :ts:quﬂf(g,x), V€ € O, Vo € dom(¥ (¢, ).

Remarqgues 3.6. De la méme fagon que pour les applications vectorielles (c.f., Remar-
gues 111.5.4), on peut faire les remargques suivantes :
1. Toute application T-mesurable h: © — E% vérifiant les hypothéses suivantes
peut étre utilisée dans la formule d’ approximation :
(i) pour tout £ € O, il existe v,(£),v, € RT tels que a(&) < v, ()h(E) et b <
vph(§);

(i) il existe une suite (0., )., de sélections T -mesurables de la multiapplication I':
& — dom(¥(¢,-)) telle que (4, (§))nm SOt dense dans T'(&) et

V€ €O, Vm € N*, 3o (€) € RT . (&, 0m(€)) < am(€(E) -
2. S (V,), est une suite d’intégrandes vérifiant les hypothéses du corollaire 3.5, on

peut supposer que I'élément h(¢) de E7 ne dépend pas de n.

4. Quelques résultats sur I'intégration des applications vectorielles.

On donne trois résultats utiles pour la suite.
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Lemme 4.1. Soit ¢ € LL(Q, F, ). Alors
V>0 p-pp. = /@uduzo, VAe F.
A
Preuve. Supposons ¢ positive presque partout, et soit A € . On a

/ Gy € p(A)TP(A) C p(A)E, C B, .

Réciproquement, supposons que A = {w € Q : ¢ (w) # 0} est de mesure strictement

positive. On a
A= UU{w €Q: (Pw), f;) <1

Il existe donc n et p dans N* tels que AP ={w e Q: (P(w), ;7)) < —213} soit de mesure
strictement positive. On obtient alors

/ (w) dps, £) = / W), F) dp < —Lp(A2) <0,
ce qui contredit I” hypothese fA Yvdpu>0,VAeF. O

Proposition 4.2. Soit (¢,,),, Une suite croissante de L1 5(Q,F, ) telle que sup,, ||vn|| €
L (F). Alors ¢ = sup, 1, existe, o € LL(Q, F, )

/wdu sup/wndu—nm/wndu

Preuve. Comme pour -presque tout w € €, (¢, (w)),, est une suite croissante bornée en
norme, elle converge dans E vers ) (w). De plus, comme sup,, ||+|| € L, du théoréme de
L ebesgue on déduit que ¢ € LL(Q, F, 1) et que v, converge vers ¢ dans LL(Q, F, u).
Ce qui donne le résultat. [
Proposition 4.3. Soit W, et W, deux F—intégrandes de 2 x X dans E tels que
(i) il existe une application mesurable a: 2 — E,, b € E, et une application
up: @ — X tels que pour un i € {1,2},
_a’<w) - d('rau()(w»b < \IIZ(W,ZL') ) V(w,x) €ENxX )
(ii) pour tout u € LS (Q, F,u) et A€ F,ona ¥;(-,u(-)) € LL(Q, F,u), i =1,2
et
[ @) du < [ Bawutw))du.
A

A
Alors il existe un p-négligeable N tel que

Vw,2) € (Q\N)x X, ¥y (w,2) < Ua(w, ) .
Preuve. Soit (f,7),, une suite dense dans E',. Il suffit de voir que pour tout n € N* il
existe un p-négligeable N, tel que
v(w#r)E(Q\Nn) XX? <\I’1(w,$),f;r>S<‘I’2(W,I‘),fi> :

Or ceci est un résultat classique — voir par exemple [Bu, Proposition 2.1.3]. [
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5. Espérance conditionnelle des intégrandes.

Soit a préesent G C F une sous-c-algebre u-compléete de F. On rappelle que s
Y € LL(Q,F, ), il existe une application unique E9+ € LL(Q, G, u) avec | E99||p: <
l]| 1 et telle que

VBeg, /ngdu:/ vdu
B B
voir [DU, Theorem V.1.4]. De plus, on a ||E9¢ | < E9(||v]), u-p.p. L' application E9

est appelée |’ espérance conditionnelle de v par rapport & G. L application EY: ¢ —
E91 est lingaire continue de L1, (2, F, u) dans LL(Q, G, ).

Lemme 5.1. Soit ¢ € LL(Q, F, ). Alors

$ >0 p-pp. = E99Y>0 p-p.p.

Preuve. 1 suffit d" appliquer le lemme 4.1 (dans LL (2, G, u)). Soit A € G. On a

/AE%du:/Awduzo.

Dol E9¢ >0 p-pp. O
On utilisera le résultat de C. Castaing suivant :

Théoréme 5.2. ([CE, Theorem 2.1]) Soit ¢: 2 x X — [0, +00] un F-intégrande réel.
Il existe un G-intégrande E9® espérance conditionnelle de & par rapport & G : pour
tout uw € L (Q,G, 1) et tout A € F, on a

[ B u@) dute) = [ @, u(w))d.

A A

L’intégrande E9® est unique modulo les ensembles de la forme N x X ol N est un
u-négligeable de G.

Remarque 5.3. 1l est clair, que pour tout u € L% (2, G, 1), on a u-p.p. E9®(w, u(w)) =
E9[®(w,u(w))] ol E9[®(w,u(w))] représente I’ espérance conditionnelle de I’ applica-
tion w — ®(w,u(w)). Dans la suite, on utilisera a plusieurs reprises ce fait et cette
notation.

On donne dans le theoreme 5.6 un résultat d’ existence de I’ espérance conditionnelle
d’un intégrande vectoriel normal basé sur le résultat d’ approximation du corollaire 3.5.
Tout d'abord, on étudie le cas ordre-lipschitzien.

Proposition 5.4. Soit ¥: 2 x X — F un F—intégrande tel qu'il existe A € R™ et une
application F-mesurable h: 2 — E- avec

Vw,z,y) e Ax X x X, |V(w,z) — V(w,y)| < Md(z,y)h(w) .
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On suppose de plus qu'il existe w € L% (2, F, 1) avec ¥(-,u(-)) € LL(Q, F, pn). Alors
il existe un G—intégrande E9V¥: Q) x X — E tel que

V(w,z,9) €EAXx X x X, |E9V(w,z) — E9¥(w,y)| < Md(z,y)Eh(w) ,

et tel que pour tout A € G et tout u € L (22, G, i), on ait

/ﬁEQW@waDdu@0=i/‘Wwﬂdwﬂdu@ﬁ-
A

A

De plus, I'integrande E9 ¥ est unique modulo les ensembles de la forme N x X ol N
est un p-négligeable de G.

Preuve. Fixons x € X . Pour tout w € 2, on a

< Ah(w) . (5.4.1)
Cest adire
U(w,u(w)) — Ah(w) < V(w,z) < V(w,u(w)) + M\r(w) .
On en déduit que ¥ (-, z) € LL (2, F, ). On peut donc définir son espérance condition-
nelle par rapport a G notée E9 (¥ (-, x)). Elle vérifie les propriétés suivantes :
i) Il existe N, € G avec u(N,) = 0 tel que

Vw € Q\ N, , |E9(¥(w,z)) - E9 [¥(w,T(w))]| <AEh(w),

Cela provient de (5.4.1) et du lemme 5.1.
if) Soit y € X. Alors, il existe NV, , € G avec (N, ,) = 0 tel que

Vw € Q\ Noy ,  [E9(T(w,2)) — B9 (U(w,y))| < M(z,y)h(w) .
En effet, pour tout w € 2 on a
V(w,z) = ¥(w,y) < Ad(z,y)h(w) .
Du lemme 5.1, on déduit I’ existence d'un p-négligeable N, ,, de G tel que
Yw € Q\ N, , E9Y(TV(w,z)) - E9Y(V(w,y)) < Md(z,y)Eh(w) .
De la méme fagon, on montre |’ existence d’'un p-négligeable N, ., de G tel que

Yw € Q\ Ny, EY(V(w,y)) — E9(¥(w,2)) < \d(z,y)Eh(w) .
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On en déeduit que
Vw € Q\ (Nuyy UNya) s [B9(T(w,2)) — B9 (¥(w,y))| < Ad(w,y) E9h(w) .
Soit alors D une partie denombrable et dense dans X. Il existe un p-négligeable N
de G tel que pour tout (x,y) € D x D, w € Q\ N, on ait
@) |E9(¥(w,2)) — B9 [¥(w,0(w))]| < AER(w) ;

2 E9(V(,2)) € Lp(Q.G, 1) ;
(3) |E9(¥(w,x)) — B9 (¥(w,y))| < Ad(z,y)h(w).

Pour tout w € 2\ N, I'application z — EY(¥(w,)) est lipschitzienne sur D. On
peut donc la prolonger sur X en une application uniformément continue notée E9 V¥ (w, -),
et on pose E9V(w,x) = 0 pour w € N et x € X. Il est facile de voir que E9V est
un G-intégrande et qu’il vérifie encore les propriétés (1), (2) et (3) précédentes pour
tout (z,y) € X x X, w € Q . De plus, pour tout A € G et u € LG (Q,G,u), on a
E9W(-,u(-)) € Ly(Q,G. 1) et

/qul(w,u(w))du:/\If(w,u(w))d,u. (54.2
A

A

En effet, soit u € L% (9,3, 1) une fonction étagée a valeurs dans D : il existe une
G—partition (A;)i=1.., de Q et (z;);=1..,» C D tels que

n
U= E rila, .
i=1

(Ceci n'est qu’une notation puisque X ne possede pas nécessairement de structure vec-
torielle). C'est adireque Vi € {1,...,n}, Vw € A;, u(w) = x;. D'apres (1), on a

|E9U (- u() — B9 [B(-,a())]| < AE9A(),

et donc B9V (-, u(-)) € LL(2,G, ). On adors pour tout A € G
/ E9(w,u(w))dp = Z/ E9(w, x;) dp
A i=1 ANA;

= g/AmAi U(w,z;) dp
= [ W) dn.

Soit a présent u € L4 (2, G, u) quelconque. Il existe une suite (u, ), d applications de
L% (9, G, 1) étagées avaleurs dans D qui converge p-presque partout vers «. On a donc

\I](7un()) T \I[(vu()) H-p.p.
E9W (- un () — BE9U(u()  p-pp.
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De plus, pour tout w € §2, on a

W (w; un (W) < [[¥(w, u(w))]| + Ad(un(w), u(w))
< [[¥(w, u@)) |+ X,

et d'apres la propriété (3) ci-dessus,

1E9W(w, u (@))]] < B9 (@, u(w))]| + Ad(u, (@), u(w))
< [ E9W(w,u(w))] + A

On remarque aussi que E9W (-, u(-)) € LL(Q, G, i) car pour tout n € N*,
IEw(u()] < NBOW (- un ()] + A

En appliquant le theoréme de la convergence dominée de L ebesgue, on obtient alors pour
tout A € G,

/Eg@(w,u(w))duzlim/ E9(w, un(w)) du
A noJa

= Iim/A\Il(w,un(w))du

~ [ Wt di

Ce qui prouve (5.4.2). L’ unicité de I’intégrande E£9 ¥ provient de la proposition 4.3. O

Remargue 5.5. De la méme fagcon que pour le théoreme 5.2 (Remarque 5.3), pour tout
u € L%(.G, 1), on a B90(w, u(w)) = E9[®(w, u(w))], p-p.p.
Théoreme 5.6. Soit U: Q2 x X — E un F—intégrande normal tel que

(i) Il existe a € L}E+(Q,]-", i), b € E, et une application F-mesurable ug: 2 —
X tels que,

—a(w) — d(z,ug(w))b < V(w,z), Y(w,z)€ QXX ;

(i) pour tout sélection v € L% (Q,G, u), ona ¥ (-, u(-)) € LL(Q, F, ).
Alors il existe un G-intégrande normal E9¥: Q x X — F tel que pour tout u €
L5%(9,G, ) et tout A € G, on ait

[ B v ) duw) = [ Bl ulw) dulw).

A A

De plus, I'intégrande £9¥ est unique modulo les ensembles de la forme N x X ou N
est un p-négligeable de G. On appelle E9 |’ espérance conditionnelle de ¥ par rapport

ag.
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Preuve. Soit (U%),>y, lasuite dé&finie dans le corollaire 3.5. D’ aprés la proposition 5.4,
il existe un G-intégrande E9U%: O x X — E espérance conditionnelle de U* par
rapport & G. Pour tout entier k& > kq et tout (w,z) € 2 x X, on a

UF(w,z) < U (w, z) .
Il existe’ donc, d’ apres la proposition 4.3, un p-négligeable N de G tel que
E99%(w, ) < 90" N w,z),  VE> ko, V(w,z) € (Q\N) x X .

D’ apresle théoréme 5.2, il existe un G-intégrande E9 || ¥ || (w, x) espérance conditionnelle
de I'intégrande (w,z) —— ||¥(w,x)||. D’apreés la proposition 4.3, il existe!® un u-
négligeable N’ € G contenant N tel que pour tout entier k& > ko et tout (w,z) €
(Q\ N') x X, on ait

| B9  w, )| < B9 ¥¥||(w, ) . (56.1)

D’autre part, d’'aprées le (3) du corollaire 3.5, pour tout entier £ > ky et tout (w,z) €
QxX,ona
0 < U¥(w,2) + a(w) + d(z, ug(w)b < ¥(w, ) + a(w) + d(z, ug(w))b,
dou
1% (w, 2) + a(w) + d(z, uo(w))b| < [|¥(w,z) + a(w) + d(z, ug(w))D]| -
On en déeduit que
1% (w, 2) || < ¥ (w, )| + 2]|a(w) + d(z, uo(w))b]| -

D’ apreés (5.6.1) et la proposition 4.3, il existe!! alors un u-négligeable N € G contenant
N’ tel que pour tout (w,z) € (Q\ N”) x X,

1E9U* (w, 2)]| < E9YEF(|(w,2) < B9([¥(w, )| + 2]la(w) + d(z, uo(w))b]]) -

Comme de plus la suite (E9¥*(w,x)), est croissante, d'aprés le lemme 111.3.2, elle
converge dans E vers sup, E9¥*(w, r). On pose alors

sup, E9Uk(w, ), pour (w,z) € (Q\ N") x X,

E9V(w,x) = { _
0, sinon.

9Plus précisement, pour tout u € L% (©2,G,pu), on a ¥*(w,u(w)) < UFH(w,u(w)). D'aprés le
lemme5.1, il existe un p-négligeable NV, tel que pour tout w € Q\ Ny, B9 ¥ (w, u(w)) = B9 [¥F (w, u(w))]
< EY9 [UFH (w, u(w))] = E9¥F+1(w, u(w)). Onintégreaorssur A € G, et on applique la proposition 4.3.

10En fait, pour tout w € LY (2, G, w), il existe un p-négligeable N, tel que pour tout w € Q \ Ny,
| E9WH (w, u(@)l| = 1B [WF (w, u(w))] || < B [|W* (w, u(@)]l] = E9|[¥*|(w, ). On intégre dors
sur A € G et on applique la proposition 4.3.

L\/oir les précédentes notes.
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Grace a la proposition 111.4.7, il est clair que E9V est un G-intégrande normal. D’ autre
part, pour tout u € LY (2, G, 1), ¥*(w,u(w)) croit vers ¥(w, u(w)) et E9V*(w, u(w))
vers B9V (w, u(w)). On a aors (Proposition 4.2) pour tout A € G,

/AEg\I/(w,u(w))du: IiIEn/AEg\I/k(w,u(w))du

= |im/A\I/k(w,u(w))du

k

= / U(w,u(w)) du .
A
Ce qui finit de prouver le theoreme, I’ unicité provenant de la proposition 4.3. [

Remarques 5.7. 1. Pour tout u € L% (2, G, i), on atoujours u-p.p., E9¥ (w, u(w)) =
B9 [P (w, u(w))].
2. Si X est un espace de Banach séparable, le theoreme 5.6 reste vrai si on remplace

L% (Q,F, ) (resp. L% (G, p)) par Ly (Q, F, p) (resp. Ly (2, G, p)).
3. Dans [Tbl, Chap. VI], L. Thibault obtient un résultat du méme type pour des
intégrandes vectoriels dits -lipschitziens.

6. Loi forte des grands nombres pour les intégrandes vectoriels.

Dans cette partie, on donne une version de la loi forte des grands nombres pour les
intégrandes normaux vectoriels. Le résultat est dga connu pour les intégrandes a valeurs
reelles (JAWZ2], [H]). Celui présenté ici est inspiré des travaux de C. Hess ([H, Theo-
rem 4.3]). Toutefois, le cadre vectoriel nous oblige afaire des hypothéeses supplémentaires.

On donne tout d’abord un résultat sur I’ espérance des intégrandes.
Proposition 6.1. Soit U: Q x X — FE, un F-intégrande normal tel que
Ve e X, U(,x) € Lp(Q,F,u) .

Soit (U*), la suite de F—intégrandes ordre-lipschitziens approchant ¥ donnée par le
corollaire 3.5. Pour tout k£ € N* et tout + € X, on définit

EU*(z) = /Q T (w0, 2) dp(w) |

B (x) = / U (w, ) du(w) -
Alorsil existe H € E tel que )
(1) |EY*(z) — EV*(y)| < kd(z,y)H, Y(z,y) € X x X, Vk € N*.
(2) |EYE(z) — EVE(y)|| < kd(z,y), V(z,y) € X x X, Vk € N*.
(3) E¥(z) = lim, EV¥(z) = sup, EV*(x), Vz e X.
En particulier, EV est une application inf-continue de X dans F .
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Preuve. Pour tout k € N* et tout (w,z) € 2 x X, U*(w, ) est définie par

Vo (w,z) = Jnf {¥(w,y) + kd(z, y)h(w)} ,

ou h € LL(Q, F,u). Grace au lemme 4.1, on a pour tout k& € N* et tout (w,z,y) €
Qx X xX,

BV (2) — BT (y)] < /Q T (w0, 2) — TF (w0, )] du(w)
< [ ke g)h(e) dute)

< kd(z, y) / h(w) du(w) -

Q

Onnotedors H = |, h(w) dpu(w). On adonc montrer (1) et (2) en découle. Fixons = €
X. D’ apres le théoréme 3.4, pour tout (w,z) € 2 x X, ona¥(w,z) = lim, ¥*(w, z) =
sup, ¥*(w, ). De plus, on a || ¥*(w, z)|| < ||[¥(w,z)]||. La proposition 4.2 permet alors
d obtenir (3). D’autre part, grace a la proposition 111.4.7, EV est inf-continue. [

Théoreme 6.2. Soit (U,,),, une suite de variables aléatoires de (2, F) dans (0©,7)
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) et U: (2, F) — (6,7 ) une variable
aléatoire. Soit V: © x X — E un 7-intégrande normal positif. On suppose que pour
tout n € N*, on a

U (Un(w),z) <V (U(w),z) , V(wz)edxX,
et que pour tout z € X, on a

v(x) = sup [|¥(E, z)|| < +oo .
€€o

Pour tout n € N* et tout (w,x) € Q x X, on pose

Il existe alors un u-négligeable N tel que pour tout w € 2\ N, on ait

Vi limIL, (w, ) = BU(U;, ) .

Preuve. On doit montrer qu’il existe un p-négligeable N tel que pour tout w € Q\ N
et pour toute sous-suite (II,,, ), de (II,,),,, on sache extraire une suite (I, ), telle que
pour tout = € X,

V-TimIL,, (w,z) < E¥(Uy,z) , (6.2.1)
V-limll, (w,z) > E¥(Uy,x) . (6.2.2)
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Soit € X. Comme I'application £ — U (¢, x) est (7,B(F))-mesurable, la suite
(W(U;(-),x)),; esti.i.d. D'aprés laloi forte des grands nombres vectorielle ([H-J, Theo-
rem 5.1]) appliquée a la suite (¥'(U;(+), x)),, il existe un u-négligeable N tel que

limIL, (@, 2) = lim = S W(Ui(w), 2) = BU(Ur,7), Yo €Q\ NL.
n n n

=1

Soit dors D = {x,, : m € N*} |le sous-ensemble dénombrable dense dans X donné par
la proposition 111.4.13 (avec ¢(z) = EV (U, z)). On pose

=

€D

On a donc pour tout (w,z) € (2\ N1) x D,
limIl, (w,z) = EV(Uy,x) . (6.2.3)
D’ autre part, on définit une application (7, B(E))-mesurable h: © — E; par

m gxm)
VEe O, Zz TE

Soit alors pour tout & € N* et tout (§,x) € © x X,
Ve, x) = Inf {0 (&, y) + kd(z, y)h(€)} -
Il est clair que W, approche ¥ dans le sens du corollaire 3.5. On pose
Uy, (w,2) =¥ (Ui(w),2) & ¥ (w,2) =9 Ui(w),2) .

Fixons z € X. Remarquons que les U; sont (F, 7 )-mesurables et donc (F, 7 )-mesu-
rables ([DM, Remarque 11.32.c]). De plus, comme |'application ¢ —— UF(¢, ) est
(T, B(E))—-mesurable, |a suite (OF, (), estiiid.

Pour tout n € N* et tout (w,z) € 2 x X, ona
Z\I! z) < U (U(w),z) .

(On en déduit que V-TimIl, (w, z) € E.) Deplus, il est clair queII,, est un F—intégrande
normal positif. D’ aprés le théoreme 3.4, il existe une suite (I1%);, de F—intégrandes ordre-
lipschitziens approchant I1,, donnée par

T}, (w, z) = Jnf {Tn (@, y) + kd(z, y)h(w)}
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ou

By o V(U (W), zm)
)= T U@ e 71

Considérons aussi ¥ (U(w).2)
D7
On a
Vie N, VweQ, hw)>hUw)>hUw) .
Il en découle que
I (w, ) = yig({ﬂn(w, y) + kd(z, y)h(w)}
zyig‘({%Z[\P(U( ).y) + kd(z, y)h(w >]}

=1

> = Z;QL{\I! y) + kd(z, y)h(w)}
> = Z;Q}‘({\P ) + kd(z,y)h (Ui(w))}
> - Z \III& (w,z) . (6.2.4)

Fixonsaors k € N* et x € X. D’apres laloi forte des grands nombres vectorielle ([H-J,
Theorem 5.1]) appliquée a la suite de variables aléatoires i.i.d. (\If’fji(-, x));, il existe un
p-négligeable N* tel que

1
im=> "0 (w,2) = E¥*(Uy,2), VweQ\Nf. (6.2.5)
n TI,‘_

Soit

= UM, ¢ N=NUN,.

keN* xeD
Fixons w € Q\ N et soit (II,,, ), une sous-suite de (II,,),,. Pour tout = € D et tout
k € N*, on ad apres (6.2.3) et (6.2.5),

limIl, (w,z) = EV(Uy, ),

p

| I (6.2.6)
lim—> "0} (w,2) = EV*(U;,2) .

D’ aprés laproposition 111.3.7, pour tout = € D et tout k € N*, il existe une suite (7 (p)),
extraite de (n,), telle que

7 (D)
(e (w: ), et (Tk Z LACKE )
p

.’E
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convergent pour |’ ordre vers EV (U, x) et EV*(Uy, z). En particulier, on a

WHT;c(p)(w,x) S E\I/(Ul,.flf) 5

1 % (p) (6.2.7)
lim Uk (w,z) > EV* (U, z) .
i Ty 2 V0 (nn) 2 BV

)) est une sous-suite de (75 (p)) pour tout k € N*.

wk+1

On peut supposer que ( ktl

(p
Posons alors (n,), = < > Pour tout =z € D et tout & € N*, on a d apres (6.2.7),

imIl,, (w,z) < EY(Uy, ), (6.2.8)
q
R
lim— Y " U} (w,2) > BV (U, 2) . (6.2.9)
n
q =1

Montrons a présent (6.2.1) : d apres (6.2.8), on a pour tout = € D,

EY(Uy,z) > limIl, (w,z) > V-TimIl, (w,z) .
q

Par la proposition 111.6.3, V-TimIIL, (w,-) est inf-continue sur X . La proposition 111.4.13
permet de conclure que pour tout =z € X, on a

EV(Uy,z) > V-TimIL, (w,z) .

Ce qui prouve (6.2.1). Montrons (6.2.2) : de (6.2.4) et (6.2.9), on déduit que pour tout
x € Dettout k € N*, ona

imIT; (w,z) > BE9*(Uy, z) . (6.2.10)
q

Comme les deux membres de I'inégalité sont (ordre)-lipschitziens, (6.2.10) reste vrai
pour tout x € X et tout £ € N*. Finalement en prenant le suprémum sur & € N*, on
trouve, en tenant compte des propositions 6.1 et 111.6.3 (ou du théoreme 3.4),

vee X,  V-limIl,, (v,z) =suplimIl}; (w,z) > E¥(Uy,z) .
k¢

Ce qui prouve (6.2.2) et acheve la preuve. [

7. Théoreme ergodique pour les intégrandes vectoriels.

Dans cette section, on établit un résultat de type ergodique pour un intégrande vectoriel
normal. Un résultat du méme type a été recemment demontré par C. Castaing et F. Ezzaki
dans [CE].
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Théoréme7.1. SoitT: (2, F, u) — (2, F, 1) une application F-mesurable préservant
lamesure i (i.e. VA € F, u(T(A)) = u(A)) et ergodique (i.e. T'(A) = A = u(A) =
Ooul). Soit¥: © x X — F, un7-intégrande normal positif. On suppose qu’il existe
un 7 —intégrande normal positif ®: 2 x X — FE, tel que

@(T%,x)ﬁ@(w,x), V(w,z) € 2 x X ,Vie N.

Pour tout n € N* et tout (w,x) € 2 x X, on pose
I, (w,z) = 1 Xn:llf (T'w, z) .
n =1

Il existe alors un p-négligeable NV tel que pour tout w € 2\ NV, on ait
Vi-limIl, (w, ) = BV(-) .
Preuve. Lapreuve est en grande partie similaire a celle du théoréme 6.2. On doit montrer

qu'il existe un u-négligeable N tel que pour tout w € 2\ N et pour toute sous-suite
(I, ), de (II,,),, on sache extraire une suite (II,,_ ), telle que pour tout = € X,

V-limIL,, (w,z) < EV(2) , (7.1.1)
V-limlIl, (w,z) > E¥(x) . (7.1.2)

Soit x € X. D’aprés un théoreme ergodique classique (c.f. [BS, Corollary 7] ou [Kr])
appliqué a ¥ (-, z), il existe un p-négligeable N} tel que

. RS ; _ L
limIL, (w, ) = lim ~ ;\II(T w,z)=EW¥(z), YweQ\N!.
Soit dors D = {x,, : m € N*} |le sous-ensemble dénombrable dense dans X donné par
la proposition 111.4.13 (avec ¢(z) = EV¥(x)). On pose

M= N,

xeD

On a donc pour tout (w,z) € (2\ Ny) x D,
imIL, (v, z) = E¥(z) . (7.1.3)
Soit alors pour tout k£ € N*,
Vi(w,z) = nf {¥(w,y) + kd(z, y)h(w)}

I} (w, z) = Jnf {In (0, y) + kd(@, y)h(w)}
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les approximations'? de ¥ et II,, données par le théoréme 3.4. Il est clair que

n

1 .
In* > =N k(T ) 7.14
n<w,x>_n; (T'w,2) (7.1.4)

Fixons alors k € N* et x € X. D’aprés [BS, Corollary 7] appliqué a ¥*(-, z), il existe
un p-négligeable N* tel que
:
lim="Y wk(T" = EV* Q\ NF. 7.15
Ipn; (T'w, ) (z),  YweQ\N; (7.1.5)

Soit

= UM, ¢ N=NUN,.

keN* xeD
Fixons w € Q\ N et soit (II,,, ), une sous-suite de (II,,),. Pour tout x € D et tout
k € N*, on ad apres (7.1.3) et (7.1.5),

Iiygnl'[np(w,x) = E¥(x),
lim > U (Tw,x) = BV (). (7.1.6)

D’ aprés laproposition 111.3.7, pour tout = € D et tout k € N*, il existe une suite (7 (p)),
extraite de (n,), telle que

74 (D)
1 k (i
(HTg(p)(w,:z;))p et ) E V(T 'w, )
z i=1

p

convergent pour |’ ordre vers EV(x) et EV¥(z). En particulier, on a
mnrk(p) (a),:lj‘) < E\I[(ilf) s
(7.1.7)

% (p)
_m Z\I}k ‘w,x) > BEWF (U, ) .
p

On peut supposer que ( K+ ()

$k+1

est une sous-suite de (7% (p))p pour tout k € N*.

x

Posons aors (ng), = (qu(q)> . Pour tout = € D et tout k£ € N*, on ad apres (7.1.7),
q

limIl,, (w,z) < E¥(z), (7.1.8)
q
e .
lim— > " U*(T'w,z) > EV*(z) . (7.1.9)
a a5

12Remarquons que comme II,, et ¥ sont majorés par ®, on peut prendre la méme fonction A dans les
définitions de T1X et Wk,
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Montrons a présent (7.1.1) : d’apres (7.1.8), on a pour tout x € D,

E¥(z) > limIl, (w,z) > V-limIL, (w,z) .
q

Par la proposition 111.6.3, V-1im I, (w, -) est inf-continue sur X. La proposition 111.4.13
permet de conclure que pour tout =z € X, on a

E¥(z) > V-limIl,, (v,z) .

Ce qui prouve (7.1.1). Montrons (7.1.2) : de (7.1.4) et (7.1.9), on déduit que pour tout
x e Dettout k € N*, ona

imIT; (w,z) > BEW*(x) . (7.1.10)

q

Comme les deux membres de I'inégalité sont (ordre)-lipschitziens, (7.1.10) reste vrai
pour tout x € X et tout £ € N*. Finalement en prenant le suprémum sur & € N*, on
trouve, en tenant compte des propositions 6.1 et 111.6.3 (ou du théoréme 3.4),

Ve e X, V-limlIl, (w,z) = S\Jpli_mﬂﬁq (w,z) > EV(z) .
E q

Ce qui prouve (7.1.2) et acheve la preuve. [



CONCLUSION GENERALE

Ce bref chapitre annoncé “conclusion générale” regroupe diverses remargues plus ou
moins générales sur différents points des chapitres précédents ainsi que quelques idées
N’ ayant pas encore été développées. Par commodité, je les présente par chapitres.

Remarques sur le chapitrel.

Dans tout ce chapitre, on a supposé que (€2, F, i) était un espace probabilisé complet.
Il est clair qu'il suffit de supposer p finie. De plus | hypothése de complétude, i.e., F
u-complete, peut étre facilement supprimeée ([BGJ, Proof of Lemma 4.3]) : la principale
difficulté est di a I’ utilisation de sélections F-mesurables d’une multifonction. Or, en
raisonnant comme dans [HU, Remark 1, p. 163], il n'est pas nécessaire de supposer F
u-compl ete.

Remarques sur le chapitrell.

Dans ce chapitre, nous avons essayé de considérer les espaces les plus généraux pour
X et E. Toutefois, par soucis de simplification, nous nous sommes limités a prendre pour
X un espace topologique polonais et pour £ un espace de Banach réflexif separable. On
doit pouvoir avec beaucoup de prudence supprimer I’ hypothése de reflexibilité sur E.
Toutefois, cela apporte quel ques difficultés supplémentaires dans I’ utilisation des mesures
vectorielles. (Voir [Nol], [No2]). Les hypothéses sur X peuvent étre plus facilement
affaiblies. Le théoreme 6.1 reste valide pour un espace topol ogique complétement régulier
souslinien X . Toutefois, pour établir les résultats d’ épi-convergence de la section 3, il est
nécessaire de supposer X parfaitement normal (pour appliquer le theoreme de Michael)
et vérifiant le premier axiome de denombrabilité.

Dans la section 3, on a é&é amené a introduire une nouvelle notion de convergence
pour les multifonctions T" autre que la convergence point par point des images I'(¢) au
sens de Kuratowski. Plus précisement, on dit qu’une suite de multifonction (I'x ), d'un
polonais S dans E converge vers I', S

FOO(S) C LI(Fk(Sk)) Vs, s, €5,8, — s,
Ls(Tk(s)) C To(s) VseS.

91
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Dans la proposition 111.3.6, on étudie quelques relations entre cette notion et d autres
définitions. De plus, il est clair que (pour des multifonctions a valeurs convexes fermées)
la limite est unique puisgue pour tout s € S, T'o (s) est lalimite au sens de Kuratowski-
Painlevé de (I'x(s))x. Il serait intéressant de voir si la limite I',, est semi-continue
inférieurement sur S.

Le théoreme 111.5.5 suppose implicitement que la solution du processus de Rafle
du second ordre n'est pas unique. Car sinon, I’ensemble & sur lequel on minimise la
fonctionnelle intégrale serait réduit a un point ! A ma connaissance, personne n'a su
jusgu’a présent démontrer la non-unicité (ou I’unicité) de la solution du processus de
rafle du second ordre. L’ avis des spécialistes semble pencher vers la non-unicité.

Remarques sur le chapitre 1.

L historique de I’ approximation lipschitzienne considérée dans I’ introduction du cha-
pitre 111 est tres flou. Il est difficile d attribuer cette approximation de fagcon certaine a
un auteur particulier. Dés 1899, R. Baire étudie les fonctions semi-continues et démontre
qu’ elles sont limites de fonctions continues. A ma connaissance'?, ses démonstrations
n’'utilisent pas d’ approximation lipschitzienne. La “premiere” utilisation de I’ approxima-
tion lipschitzienne serait faite!* par Hausdorff en 1935 (“Mengenlehre,” Dover, New
York, 1935). A défaut de référence antérieure, il faudrait donc désigner cette approxima-
tion par “Hausdorff approximation.”

Dans la section 6 concernant la convergence des applications vectorielles, on n'a
considéré que des minima et infima classiques (“ideal minima’ comme les nomment
D.T. Luc dans [Lu]) ¢ est-a-dire définis par |I’ordre sur E. Or dés que |’ ordre n’est plus
total, un minimum n’est généralement pas atteint — méme a ¢ pres. Pour cette raison, il
est souvent nécessaire de considérer des minima de Pareto définis pour A C E par

Pmin(A)={ec A:e¢ A+ (EL \ {0})}.

Lorsgque E est de dimension finie, il est possible de définir une convergence variationnelle
donnant des propriétés de convergence des Pareto (voir [Le2]). Lorsque E est de dimen-
sion infinie, I’ entreprise est plus ardue. B. Lemaire dans [Lel] a introduit une notion de
convergence variationnelle permettant aussi de conserver la convergence des Pareto. Cette
convergence est définie en termes d’ épigraphes et de complémentaire d’ hypographes st-
ricts. Jusqu’ a présent, je n'al pas reussi a établir de relation entre cette convergence et la
convergence des approximations définies dans la section 5.

13 Je me référe ala These de Baire de 1899 ainsi qu’ & ses “Legon sur les fonctions discontinues,” Gauthier-
Villars, Paris, 1905.
14 Je remercie E.J. Balder de m’avoir communiqué cette référence.
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Remarques sur le chapitre IV.

Originellement, j’a cherché aobtenir une approximation lipschitzienne des fonctions a
valeurs vectorielles pour établir un résultat de représentation intégrale des fonctionnelles
du type

ULl x F— By (u,A)»—>/Azp(w,u(w)) dplw) .

Ce resultat est connu pour les fonctionnelles a valeurs réelles (voir e.g., [Bu]). Le
probléme essentiel quejen’ai pu résoudre est le suivant : si on suppose que ¥ (u, AUB) =
U(u, A) + ¥(u, B), ce qui est une hypothése nécessaire pour obtenir une représentation
intégrale de ¥, comment montrer que les approximations W* vérifient aussi cette rela-
tion ?

Recherches futures.

Je pense que la plupart des utilisations des criteres de restriction d’ oscillations ont été
obtenus dans le chapitre | ainsi que dans [BGJ], qui contient en outre des applications a
la convergence au sens de Pettis.

Comme dit plus haut, la notion de convergence pour les multifonctions introduite
au chapitre Il n'a pas été completement étudiée. Il reste, je pense, encore du travail a
faire. Outre la semi-continuité de la limite, il serait intéressant de voir qu’elles notions
sortent de cette convergence lorsqu’ on |’ applique a des multifonctions particulieres, e.g.,
épigraphes, opérateurs maximaux monotones ... On peut aussi considérer de la méme
facon une convergence plus faible (ou plus forte) en considérant les limites Ls et Li pour
la topologie faible — je pense bien siir a une “Mosco-convergence” des multifonctions.

En ce qui concerne la convergence des applications vectorielles, il reste certainement
beaucoup de travail a faire. En particulier je n’ai pu obtenir, jusqu’a présent de relation
entre la convergence des fonctions et leur sous-difféerentiel ni leur conjuguée (dans le
sens de [BPT)).

Finalement, il serait intéressant d’ obtenir des applications aux résultats “ stochastiques’

obtenues dans le chapitre IV. Je pense en particulier a des applications a I’économie
mathématique et en particulier a la théorie des équilibres économiques (c.f., e.g., [MC]).
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