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à bien mes recherches. Qu’il trouve ici l’expression de ma considération et mes sincères

remerciements.

Je remercie très vivement Monsieur Erik Balder et Monsieur Michel Théra pour
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les travaux exposés dans cette thèse se regroupent suivant trois axes : la convergence

des fonctions Bochner-intégrables, la convergence des intégrales fonctionnelles et la

convergence des applications vectorielles.

Les idées et techniques qui y sont utilisées et développées ont de nombreux points com-

muns : utilisation de l’analyse multivoque, de l’analyse variationnelle, d’approximations

lipschitziennes, de la notion de tension (“tightness”) . . . En toile de fond, des problèmes

de mesurabilité, de semi-continuité et, bien sûr, de convergence se retrouvent dans l’en-

semble de ces travaux.

Bien que les mesures de Young ne soient jamais explicitement utilisées, on fait appel

à de nombreuses techniques issues de cette théorie et inspirées par la lecture de [Ba1-5]

et [V6-9].

Les trois premiers chapitres sont indépendants. Les chapitres III et IV sont fortement

liés : le quatrième donnant des applications stochastiques aux résultats du troisième.

La thèse est organisée comme suit :

Le chapitre I est en partie issu d’un travail fait en collaboration avec E. Balder et

M. Girardi ([BGJ]). Il traite de problèmes de convergence des suites de fonctions dans

L1
E . Pour cela, on utilise un critère de restriction d’oscillations introduit par M. Girardi

dans [Gi1]. On y étudie successivement les relations entre convergence faible, conver-

gence forte, convergence en mesure et convergence limitée.

Le chapitre II expose un travail fait en collaboration avec C. Castaing. On s’intéresse à

l’épi-convergence des fonctionnelles intégrales définies sur l’espace des mesures à varia-

tion bornée, dans le même esprit que [GS] et [Re]. De telles fonctionnelles apparaissent

dans la théorie de la rafle sous la forme d’intégrale de fonction support d’une multi-

fonction. Cela nous a amené à étudier la convergence des multifonctions d’une part, et à

appliquer nos résultats à des problèmes de stabilité dans la rafle du premier et du second

ordre, d’autre part.

Dans les chapitres III et IV, on s’intéresse aux applications à valeurs dans un treillis

de Banach.

1



   

2 INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le chapitre III traite de l’approximation lipschitzienne des applications vectorielles.

Ce problème nous a été inspiré par le récent résultat de A. Gavioli ([Ga]) concernant l’ap-

proximation des multifonctions. Dans le but d’obtenir une approximation, et à l’aide des

travaux de J.M. Borwein, J.P. Penot et M. Théra, on étudie la semi-continuité inférieure

des applications vectorielles. Par la suite, dans le même esprit que [A], on s’intéresse à

la convergence des applications vectorielles.

Dans le chapitre IV, on utilise les résultats et les outils développés au précédent

chapitre pour obtenir des résultats de convergence du type loi forte des grands nombres

et théorème ergodique pour des intégrandes vectoriels, ainsi qu’une caractérisation de

leur espérance conditionnelle.

Une conclusion générale explicitant certains problèmes rencontrés et d’autres points

non encore explorés, termine la thèse.

Par commodité, les références bibliographiques des quatre chapitres ont été regroupées

à la fin de la thèse.

Les références à un résultat d’un autre chapitre sont précédées du numéro du chapitre

en chiffres romains : la proposition 2.3 du chapitre III est citée “Proposition 2.3” au sein

du chapitre III, mais “Proposition III.2.3” dans tous les autres.



        

CHAPITRE I

CRITÈRES DE CONVERGENCE DANS L1
E

1. Introduction.

Récemment, M. Girardi ([Gi1], [Gi2]) a donné une condition nécessaire et suffisante

pour qu’un sous-ensemble faiblement compact de L1
R soit fortement compact ; cette

condition se présente sous la forme d’un critère de restriction d’oscillations : le critère

Bocce. Dans [Ba5], E.J. Balder donne une version séquentielle du résultat de M. Girardi

via les mesures de Young. Dans [V8], M. Valadier a étudié plus précisément différents

critères. Plus récemment, B. Bernoussi ([Br]) a obtenu un certain nombre de résultats dans

la même veine que [Gi1]. On peut aussi citer les travaux bien antérieurs de J.K. Brooks

et N. Dinculeanu ([BD1], [BD2]).

Dans ce chapitre, on reprend des résultats contenus dans [BGJ] et [Jb] : on donne

des variations du critère Bocce et on étudie leurs relations avec la convergence forte et

la convergence en mesure dans l’espace L1
E . Finalement, via la notion de convergence

limitée, on donne des versions faibles des critères de restriction d’oscillations.

2. Notations. Critères de restriction d’oscillations.

Soit (Ω,F , µ) un espace probabilisé complet. On note F+ l’ensemble des éléments

de F de mesure strictement positive et pour A ∈ F , F+(A) l’ensemble des éléments

de F+ inclus dans A. Pour tout A ∈ F , 1A représente la fonction caractéristique de A.

Soit E un espace de Banach séparable de norme ‖ · ‖ etB(x, r) la boule fermée de E

de centre x et de rayon r. On note L1
E(Ω) l’espace des (classes d’) applications Bochner

intégrables de Ω dans E.

On rappelle qu’un sous-ensemble H de L1
E est dit uniformément intégrable si

lim
c→+∞

sup
u∈H

∫
[‖u‖≥c]

‖u‖ dµ = 0 .

Ceci est équivalent à

sup
u∈H
‖u‖

L1 < +∞ et lim
µ(A)→0

sup
u∈H

∫
A

‖u‖ dµ = 0 .

3



        

4 I. CRITÈRES DE CONVERGENCE DANS L1
E

Définition 2.1. Pour tout A ∈ F et u ∈ L1
E , on définit respectivement, la moyenne et

l’oscillation de Bocce de u sur A par

mA(u) :=
1

µ(A)

∫
A

u dµ

Bocce-oscu
∣∣
A

:=
1

µ(A)

∫
A

‖u−mA(u)‖ dµ ,

avec la convention 0/0 = 0.

Remarque 2.2. On a les inégalités suivantes ([V8]) :

‖mA(u)−mA(v)‖ ≤ ‖1Au− 1Av‖L∞∫
A

‖mA(u)−mA(v)‖ dµ ≤ ‖1Au− 1Av‖
L1 .

De plus, l’application A 7−→ µ(A) Bocce-oscu
∣∣
A

est croissante ([Gi1, Remark 2.4]).

Définition 2.3. On dit qu’un sous-ensemble H de L1
E est tendu si pour tout ε > 0, il

existe une multifonction Γε (de graphe) mesurable de Ω dans les compacts non vides de

E, telle que

∀u ∈ H, µ ({ω ∈ Ω : u(ω) /∈ Γε(ω)}) ≤ ε .

Remarque 2.4. Sans perdre de la généralité, on peut supposer que pour tout ω ∈ Ω, Γ(ω)

est un convexe compact de E contenant 0 ([CV]).

On présente à présent divers critères de restriction d’oscillations.

Définition 2.5. Soit (un)n une suite de L1
E .

La suite (un) vérifie le critère Bocce si pour tout ε > 0 et tout B ∈ F+, il existe

C ∈ F+(B) et N ∈ N tels que

Bocce-oscun
∣∣
C
≤ ε , (Bo)

pour tout n ≥ N .

La suite (un) vérifie le critère (B1) si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N et une partition

mesurable (Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < ε tels que

Bocce-oscun
∣∣
Ai
≤ ε , (B1)

pour tout i ∈ {1, . . . , p} et tout n ≥ N .

La suite (un) vérifie le critère (B2) si pour tout ε > 0, il existe une partition mesurable

(Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < ε telle que pour tout i ∈ {1, . . . , p} et tout C ∈ F+(Ai), il

existe N ∈ N avec

Bocce-oscun
∣∣
C
≤ ε , (B2)

pour tout n ≥ N .



       

2. NOTATIONS. CRITÈRES DE RESTRICTION D’OSCILLATIONS 5

Ces trois critères ont les versions “limites” plus faibles suivantes :

Définition 2.6. Soit (un)n une suite de L1
E .

La suite (un) vérifie le critère Bocce séquentiel si pour toute sous-suite (unk)k de

(un)n, tout B ∈ F+ et tout ε > 0, il existe C ∈ F+(B) tel que

lim inf
k→∞

Bocce-oscunk
∣∣
C
≤ ε . (seq-Bo)

La suite (un) vérifie le critère (B1) séquentiel si pour toute sous-suite (unk)k de

(un)n et tout ε > 0, il existe une partition mesurable (Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < ε telle

que

lim inf
k→∞

Bocce-oscunk
∣∣
Ai
≤ ε , (seq-B1)

pour tout i ∈ {1, . . . , p}.
La suite (un) vérifie le critère (B2) séquentiel si pour toute sous-suite (unk)k de

(un)n et tout ε > 0, il existe une partition mesurable (Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < ε telle

que

lim inf
k→∞

Bocce-oscunk
∣∣
C
≤ ε , (seq-B2)

pour tout i ∈ {1, . . . , p} et tout C ∈ F+(Ai).

Remarque 2.7. Un critère du type (Bo) a été introduit par M. Girardi dans [Gi1]. Le

critère (Bo) donné ici est dû à M. Valadier ([V8]). Le critère (seq-Bo) est dû à E.J. Bal-

der ([Ba5]). Dans la suite, un critère de restriction d’oscillations référera à un critère

quelconque des définitions 2.5 et 2.6.

Proposition 2.8. Pour toute suite de L1
E , on a les relations suivantes :

(B2) =⇒ (Bo) ⇐⇒ (B1)

(seq-B2) =⇒ (seq-Bo) ⇐⇒ (seq-B1)

Preuve. Montrons d’abord (B2) =⇒ (Bo) : soit (un)n une suite de L1
E vérifiant (B2),

ε > 0, B ∈ F+, ε′ = inf{ε, µ(B)} et (Ai)
p
i=0 la partition donnée par (B2) pour

ε′. Comme µ(A0) < ε′ ≤ µ(B), on a µ(B \ A0) > 0. Il existe donc i0 > tel que

µ(B ∩Ai0) > 0. Il est alors facile de voir que (Bo) est vérifié pour C = B ∩Ai0 .

Montrons à présent que (Bo) =⇒ (B1) : soit (un)n une suite de L1
E vérifiant (Bo) et

ε > 0. Il existe donc C ∈ F+ et NC ∈ N tels que pour tout n ≥ NC ,

Bocce-oscun
∣∣
C
≤ ε . (2.8.1)

Soit E1 l’ensemble des C ∈ F+ vérifiant (2.8.1), j1 le plus petit entier tel qu’il existe

C ∈ E1 avec µ(C) ≥ 1/j1 et B1 un tel C. On construit alors des éléments Bk de F+ et

des entiers jk par récurrence :
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E

Si µ(∪k−1
i=1 Bi) ≤ 1 − ε, soit Ek l’ensemble des C ∈ F+

(
Ω \ (∪k−1

i=1 Bi)
)

vérifiant

(2.8.1), jk le plus petit entier tel qu’il existe C ∈ Ek avec µ(C) ≥ 1/jk et Bk un tel C.

Il existe p assez grand, tel que

µ

(
p⋃
i=1

Bi

)
> 1− ε . (2.8.2)

Sinon, on pourrait construire une suite (Bk, jk) ∈ F+ × N. Soit alors C ∈ F+(Ω \
∪∞i=1Bi). Comme Ω est de mesure fini, la suite (jk)k convergerait vers l’infini. Il existerait

donc q tel que µ(C) > 1/(jq − 1). Comme C ∈ Eq, cela contredirait la construction de

jq.

En utilisant alors (2.8.2), il est facile de voir que la suite (un)n vérifie (B1) avec

A0 = Ω \ (∪pi=1Bi), A1 = B1, . . . , Ap = Bp et N = sup{NBi : i = 1, . . . , p}.
Finalement, montrons que (B1) =⇒ (Bo) : soit B ∈ F+ et 1 > ε > 0. Il existe

N ∈ N et une partition mesurable (Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < ε

2µ(B) tels que

Bocce-oscun
∣∣
Ai
≤ ε

2
µ(B) (2.8.3)

pour tout n ≥ N et tout i ∈ {1, . . . , p}. Soit I = {i ∈ {1, . . . , p} : µ(Ai ∩ B) > 0}. Il

est clair que I est non vide. Supposons que quelque soit i ∈ I, (un)n ne vérifie pas (Bo)

avec C = Ai ∩B. Il existe donc une sous-suite (unk)k de (un)n telle que

Bocce-oscunk
∣∣
Ai∩B > ε (2.8.4)

pour tout k ∈ N et tout i ∈ I. En utilisant (2.8.4), la croissance de l’application A 7−→
µ(A) Bocce-oscu

∣∣
A

et (2.8.3), on obtient la contradiction suivante :

εµ(B) =
∑

i∈I∪{0}
εµ(Ai ∩B)

< εµ(A0 ∩B) +
∑
i∈I

µ(Ai ∩B) Bocce-oscunk
∣∣
Ai∩B

≤ εµ(A0) +
∑
i∈I

µ(Ai) Bocce-oscunk
∣∣
Ai

<
ε2

2
µ(B) +

∑
i∈I

ε

2
µ(Ai)µ(B)

≤ ε

2
µ(B) +

ε

2
µ(B) = εµ(B) .

On en déduit qu’il existe C = Ai ∩ B ∈ F+ et N ∈ N tels que Bocce-oscun
∣∣
C
≤ ε

pour tout n ≥ N , et donc que (un) vérifie (Bo).

La preuve de (seq-B2) =⇒ (seq-Bo)⇐⇒ (seq-B1) est similaire. ¤
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3. Convergence forte dans L1
E .

Dans cette partie, on montre que les critères de restriction d’oscillations sont des

conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une suite tendue faiblement convergente de

L1
E(Ω) soit fortement convergente. Pour E = R, le résultat est connu ([Gi1], [Gi2],

[Ba5], [V8]). Dans [BGJ], le résultat est démontré lorsque E est un espace de Banach

quelconque en utilisant des techniques proches de la théorie des mesures de Young. On

propose ici une preuve différente inspirée de [Gi1], [V8], [Jb].

Théorème 3.1. Une suite (un)n de L1
E(Ω) converge fortement vers u ∈ L1

E(Ω) si et

seulement si

(1) la suite (un)n converge faiblement vers u ;

(2) la suite (un)n vérifie un critère de restriction d’oscillations ;

(3) la suite (un)n est tendue.

Pour démontrer ce résultat, on utilisera les lemmes suivants :

Lemme 3.2. Une suite de L1
E(Ω) qui converge en mesure est tendue.

Preuve. Soit (un)n une suite de L1
E(Ω) qui converge en mesure vers u0 ∈ L1

E(Ω). Pour

chaque entier n ∈ N, considérons λn = unµ la mesure positive bornée sur E image

de µ par l’application mesurable un : Ω 7−→ E. Comme E est un espace de Radon

(puisqu’il est séparable), λn est une mesure de Radon. Pour toute fonction continue

bornée φ ∈ Cb(E), on a

λn(φ) =

∫
Ω

φ (un(ω)) dµ(ω) . (3.2.1)

Il est facile de voir que la convergence en mesure de (un)n vers u entraı̂ne la converge

étroite de (λn)n vers λ0. Sinon, il existerait φ ∈ Cb(E) et une sous-suite (unk)k de (un)n
convergeant µ-presque partout vers u0 et tels que λnk (φ) ne converge pas vers λ0(φ).

D’après (3.2.1), ceci contredit le théorème de la convergence dominée de Lebesgue. La

suite (λn)n est donc tendue dans l’espace des mesures de Radon sur E ([DM, III.59]),

ce qui implique que la suite (un)n est tendue dans L1
E . ¤

Le lemme suivant généralise un résultat antérieur de C. Castaing ([C2]).

Lemme 3.3. SoitH un sous-ensemble de L1
E(Ω) uniformément intégrable et tendu. Alors

∆B := {mB(f) : f ∈ H} est relativement fortement compact dans E pour tout B ∈ F+.

Preuve. Comme pour tout B ∈ F+, l’ensemble {1Bu : u ∈ H} est aussi uniformément

intégrable et tendu, il suffit de montrer que ∆Ω est relativement fortement compact.

Fixons δ > 0. Grâce à l’uniforme intégrabilité de H, il existe α > 0 et ε > 0 tels que

pour tout A ∈ F de mesure inférieure à ε, on ait

sup
u∈H

∫
A

‖u‖ dµ ≤ δ/2 et sup
u∈H

∫
[‖u‖>α]

‖u‖ dµ ≤ δ/2 .
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Soit Γε le multifonction donnée par la définition 2.3 et Λαε = Γε ∩B(0, α). Comme Λαε
est à valeurs convexes compactes et est intégralement bornée (i.e. ‖Λαε ‖ = sup{‖x‖ : x ∈
Λαε (·)} ∈ L1

R+(Ω)), le sous-ensemble Kα
ε = {

∫
Ω

Λαε dµ} est convexe et compact dans E

([CV, Theorem V.15]). Pour u ∈ H, soit à présent Aεu = {ω ∈ Ω : u(ω) ∈ Γε(ω)}. On a

µ(Ω \Aεu) < ε. Comme pour tout u ∈ H,∫
[‖u‖≤α]

u1Aεu dµ ∈ K
α
ε ,

l’ensemble ∆ε,α
Ω := {

∫
[‖u‖≤α]

u1Aεu dµ : u ∈ H} est relativement compact dans E. De

plus, la distance entre ∆ε,α
Ω et ∆Ω est au plus δ puisque

‖
∫

Ω

u dµ−
∫

[‖u‖≤α]

u1Aεu dµ‖ ≤
∫

[‖u‖>α]

‖u‖ dµ+

∫
Ω

‖u1Ω\Aεu‖ dµ ≤ δ

pour tout u ∈ H. On en déduit que ∆Ω est relativement fortement compact dans E. ¤

Lemme 3.4. Pour tout u ∈ L1
E(Ω) et tout ε > 0, il existe une partition mesurable

(Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < ε telle que

Bocce-oscu
∣∣
A
≤ ε

pour tout i ∈ {1, . . . , p} et A ∈ F+(Ai).

Preuve. Soit u ∈ L1
E(Ω) et ε > 0. D’après la mesurabilité de u ([DU, Corollary II.1.3]),

il existe une fonction v mesurable dénombrablement étagée telle que ‖u− v‖
L∞

< ε/2.

La fonction v est de la forme
∑∞
i=1 xiAi où xi ∈ E et (Ai)i est une F+-partition de Ω.

Pour p assez grand, on a µ(Ω \
⋃p
i=1Ai) < ε. On pose A0 =

⋃p
i=1Ai. On a alors pour

tout i ∈ {1, . . . p} et tout A ∈ F+(Ai),

Bocce-osc v
∣∣
A

= 0

et donc

Bocce-oscu
∣∣
A
≤ 1

µ(A)

∫
A

‖u− v‖ dµ+ Bocce-osc v
∣∣
A

+
1

µ(A)

∫
A

‖mA(v)−mA(u)‖ dµ

≤ ε/2 + 0 + ε/2 = ε .

Ce qui prouve le lemme. ¤

Finalement, on donne un lemme assez élémentaire.
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Lemme 3.5. Soit (X, d) un espace métrique complet et (Xk)k une suite de X telle que

pour tout ε > 0, il existe un compact Kε de X vérifiant

lim inf
k→∞

d (Xk,Kε) ≤ ε .

Alors la suite (Xk)k admet une sous-suite convergeant dans X .

Preuve. Soit p ∈ N∗ et ε = 1/p. Par hypothèse, il existe un compact Kp de X et une

sous-suite (Xτp(k))k de (Xk)k telle que pour tout k ∈ N,

d
(
Xτp(k),Kp

)
≤ 2/p .

Il existe donc pour tout k ∈ N un élément Y pτp(k) de Kp tel que

d
(
Xτp(k), Y

p
τp(k)

)
≤ 4/p .

Comme Kp est compact, on peut extraire de (Y pτp(k))k une sous-suite (Y pτ ′p(k))k qui

converge dans Kp. Sans perdre de la généralité, on peut supposer que pour tout p ∈ N∗,
(Yτ ′p+1(k))k est une sous-suite de (Yτ ′p(k))k. Considérons alors la suite diagonale (Xr)r =

(Xτ ′r(r))r. Il suffit de montrer que (Xr)r est une suite de Cauchy dans X : soit δ > 0

et p ∈ N avec p ≥ 16/δ. On a

d (Xr −Xs) ≤ d
(
Xτ ′r(r), Y

p
τ ′r(r)

)
+ d

(
Y pτ ′r(r), Y

p
τ ′s(s)

)
+ d

(
Y pτ ′s(s)

, Xτ ′s(s)

)
≤ 4/p+ d

(
Y pτ ′r(r), Y

p
τ ′s(s)

)
+ 4/p

≤ δ/2 + d
(
Y pτ ′r(r), Y

p
τ ′s(s)

)
.

Comme la suite (Y pτ ′k(k))k converge dansKp, pour r et s assez grands, on a d (Xr −Xs) ≤
δ/2 + δ/2 = δ. On en déduit que (Xr)r est une suite de Cauchy dans X . ¤

Preuve du théorème 3.1. Soit (un)n une suite de L1
E(Ω) qui converge fortement vers

u ∈ L1
E(Ω). Il est clair qu’elle converge faiblement vers u et d’après le lemme 3.2, elle

est tendue. Montrons qu’elle vérifie le critère le plus fort : (B2). Soit ε > 0 et (Ai)
p
i=0

la partition donnée par le lemme 3.4 avec ε/3. Fixons i ∈ {1, . . . , p} et A ∈ F+(Ai). Il

existe N ∈ N tel que ∀n ≥ N, ‖un − u‖
L1 ≤ ε

3µ(A). On a alors pour tout n ≥ N ,

Bocce-oscun
∣∣
A
≤ 1

µ(A)

∫
A

‖un − u‖ dµ+ Bocce-oscu
∣∣
A

+
1

µ(A)

∫
A

‖mA(u)−mA(un)‖ dµ

≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε .

Montrons à présent la réciproque : soit (un) une suite tendue convergeant faiblement

vers u dans L1
E(Ω) et vérifiant le critère le plus faible : (seq-B1). Il suffit de montrer
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que de toute sous-suite de (un) on peut extraire une sous-suite qui converge fortement

vers u.

Soit (uk)k une sous-suite de (un)n et ε > 0. Comme la suite (uk)k est uniformément

intégrable ([BD1]), il existe δ > 0 tel que

∀A ∈ F , µ(A) < δ =⇒ sup
k

∫
A

‖uk‖ dµ ≤ ε/2 . (3.1.1)

Par le critère (seq-B1), il existe une partition mesurable (Ai)
p
i=0 de Ω avec µ(A0) < δ

et tel que pour tout i ∈ {1, . . . , p}

lim inf
k→∞

∫
Ai

‖uk −mAi(uk)1Ai‖ dµ ≤
ε

2
µ(Ai) .

En sommant sur i ∈ {1, . . . , p}, on trouve

lim inf
k→∞

∫
Ω\A0

‖uk −
p∑
i=1

mAi(uk)1Ai‖ dµ ≤
ε

2
µ(Ω \A0) ≤ ε/2 . (3.1.2)

D’autre part, par (3.1.1), pour tout k ∈ N on a

lim inf
k→∞

∫
A0

‖uk −
p∑
i=1

mAi(uk)1Ai‖ dµ = lim inf
k→∞

∫
A0

‖uk‖ dµ ≤ ε/2 . (3.1.3)

En regroupant (3.1.2) et (3.1.3), on trouve

lim inf
k→∞

‖uk −
p∑
i=1

mAi(uk)1Ai‖L1 ≤ ε .

Montrons que Kε := {
∑p
i=1mAi(uk)1Ai : k ∈ N} est relativement compact : d’après le

lemme 3.3, les ensembles ∆Ai := {mAi(uk) : k ∈ N} sont relativement compacts pour

tout i ∈ {1, . . . , p}. De plus,

Kε ⊂
p∑
i=1

∆Ai1Ai .

On en déduit la relative compacité de Kε. Le lemme 3.4 permet alors de conclure que

(uk) possède une sous-suite convergeant fortement dans L1
E(Ω) vers v ∈ L1

E(Ω). De

plus, comme elle converge faiblement vers u, on en déduit que u = v. Ce qui finit la

preuve. ¤
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4. Convergence en mesure dans L1
E .

Dans cette partie, on relie les critères de restriction d’oscillations avec la convergence

en mesure dans L1
E(Ω). Pour cela, on utilisera le Biting Lemma qu’on rappelle ci-dessous

([C8]).

Lemme 4.1. Soit (un)n une suite bornée dans L1
E(Ω). Alors il existe une sous-suite

(unk)k de (un)n et une suite croissante (Ak)k dans F telles que

(1) lim
k→∞

µ(Ak) = 1 ;

(2) la suite (1Akunk)k est uniformément intégrable dans L1
E(Ω) ;

(3) la suite (1Ω\Akunk)k converge vers 0 en mesure.

Théorème 4.2. Soit (un)n une suite bornée tendue dans L1
E(Ω) vérifiant un critère de

restriction d’oscillations. Alors il existe une sous-suite (unk)k de (un)n et une suite

croissante (Ak)k dans F telles que

(1) lim
k→∞

µ(Ak) = 1 ;

(2) la suite (1Akunk)k converge fortement dans L1
E(Ω) ;

(3) la suite (1Ω\Akunk)k converge vers 0 en mesure.

En particulier, la suite (unk)k converge en mesure.

Preuve. Soit (un)n une suite bornée dans L1
E(Ω) vérifiant le critère le plus faible :

(seq-Bo). Appliquons le lemme 4.1. Il suffit alors de montrer que la suite (1Akunk)k
vérifie le critère (seq-Bo). En effet, comme elle est tendue et uniformément intégrable,

d’après [ACV, Théorème 6], on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente.

Le théorème 3.1 permet alors de conclure. Montrons donc que (1Akunk)k vérifie (seq-

Bo) : soit une sous-suite de (1Akunk)k encore notée (1Akunk)k, ε > 0 et B ∈ F+.

Comme la suite (Ak)k croit vers Ω, il existe k0 ∈ N tel que B̃ = B ∩ Ak0 ∈ F+. Il

existe donc C ∈ F+(B̃) tel que

lim inf
k→∞

Bocce-oscunk
∣∣
C
≤ ε . (4.2.1)

De plus, pour tout k ≥ k0, on a C ⊂ B̃ ⊂ Ak0 ⊂ Ak et donc

Bocce-oscunk
∣∣
C

= Bocce-osc (1Akunk)
∣∣
C
.

On déduit alors de (4.2.1) que

lim inf
k→∞

Bocce-osc (1Akunk)
∣∣
C
≤ ε .

Ce qui prouve que la suite (1Akunk)k vérifie (seq-Bo). ¤

On obtient comme corollaire immédiat le résultat suivant :
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Proposition 4.3. Soit ψ : Ω × E −→ R un intégrande normal (i.e., ψ est F ⊗ B(E)-

mesurable et pour tout ω ∈ Ω, l’application x 7−→ ψ(ω, x) est semi-continue inférieu-

rement sur E) et (un)n une suite bornée et tendue dans L1
E(Ω) vérifiant un critère

de restriction d’oscillations. On suppose de plus que la suite des parties négatives(
[ψ(·, un(·))]−

)
n

est uniformément intégrable. Alors il existe u ∈ L1
E(Ω) limite en me-

sure d’une sous-suite de (un)n tel que∫
Ω

ψ(ω, u(ω)) dµ(ω) ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

ψ(ω, un(ω)) dµ(ω) .

Preuve. Soit α ∈ R défini par

α := lim inf
n→∞

∫
Ω

ψ(ω, un(ω)) dµ(ω) .

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que

α = lim
n→∞

∫
Ω

ψ(ω, un(ω)) dµ(ω) .

D’après le théorème 4.2, la suite (un)n admet une sous-suite qui converge en mesure

vers un u ∈ L1
E(Ω). En utilisant alors une extension du lemme de Fatou (c.f., [V6,

Theorem 6] ou [Ba1]), on trouve le résultat. ¤

5. Convergence limitée. Critères faibles.

Dans [BGJ], les critères de restriction d’oscillations sont aussi appliqués à la conver-

gence limitée introduite par E. Balder dans [Ba3].

Définition 5.1. Une suite (un)n de L1
E(Ω) converge de façon limitée vers u dans L1

E(Ω)

si

lim
n→∞

∫
Ω

g (ω, un(ω)− u(ω)) dµ(ω) = 0 ,

pour toute application g : Ω× E −→ R vérifiant

(i) g est F ⊗ B(E) mesurable ;

(ii) g(ω, 0) = 0 pour tout ω ∈ Ω ;

(iii) g(ω, ·) est σ(E,E′)-continue pour tout ω ∈ Ω ;

(iv) |g(ω, ·)| ≤ C‖ · ‖+ φ(ω) pour tout ω ∈ Ω, pour un C > 0 et φ ∈ L1
R(Ω).

Remarque 5.2. La convergence limitée est plus faible que la convergence forte mais plus

forte que la convergence faible. Lorsque E est de dimension finie, la convergence forte

et la convergence limitée coı̈ncident ([BGJ]).

Dans [BGJ, Theorem 3.8], il est démontré le résultat suivant :
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Théorème 5.3. On suppose que E′ possède la propriété de Radon-Nikodym. Une suite

(un)n de L1
E(Ω) converge de façon limitée vers u dans L1

E(Ω) si et seulement si

(1) la suite (un)n converge faiblement vers u dans L1
E(Ω) ;

(2) pour tout x′ ∈ E, la suite (〈un, x′〉)n vérifie un critère de restriction d’oscilla-

tions.

Le résultat suivant relie la convergence limitée avec la convergence forte.

Théorème 5.4. Une suite (un)n de L1
E(Ω) converge fortement vers u dans L1

E(Ω) si et

seulement si (un)n est tendue et converge de façon limitée vers u dans L1
E(Ω).

Des deux précédents résultats découle la nouvelle formulation du théorème 3.1 :

Théorème 5.5. On suppose que E′ possède la propriété de Radon-Nikodym. Une suite

(un)n de L1
E(Ω) converge fortement vers u dans L1

E(Ω) si et seulement si

(1) la suite (un)n converge faiblement vers u dans L1
E(Ω) ;

(2) pour tout x′ ∈ E′, la suite (〈un, x′〉)n vérifie un critère de restriction d’oscilla-

tions ;

(3) la suite (un)n est tendue dans L1
E(Ω).

Pour prouver le théorème 5.4, on utilisera le lemme suivant :

Lemma 5.6. Pour qu’une suite uniformément intégrable (un)n de L1
E(Ω) converge for-

tement vers la fonction nulle, il suffit que pour tout M ∈ N, la suite des troncatures

(uMn )n converge fortement vers la fonction nulle, où uMn := 1[‖un‖≤M ]un.

Preuve. Soit M > 0. Pour tout n ∈ N, on a

‖un‖
L1 ≤ ‖uMn ‖L1 + ‖un − uMn ‖L1 ≤ ‖uMn ‖L1 +

∫
[‖un‖>M ]

‖un‖ dµ . (5.6.1)

Pour tout δ > 0, comme la suite (un)n est uniformément intégrable il existe M assez

grand tel que ∫
[‖un‖>M ]

‖un‖ dµ < δ .

On déduit alors de (5.6.1) que

0 ≤ lim sup
n
‖un‖

L1 ≤ lim sup
n
‖uMn ‖L1 + δ = δ .

D’où le résultat.

Preuve du théorème 5.4. La condition nécessaire provient de la remarque 5.2 et du

lemme 3.2. Montrons la condition suffisante. Soit (un)n une suite tendue qui converge

de façon limitée dans L1
E(Ω). Sans perdre de la généralité, on peut supposer que u = 0



     

14 I. CRITÈRES DE CONVERGENCE DANS L1
E

et par le lemme 5.6, que les fonctions uk sont uniformément bornée dans L∞E (Ω) par un

M > 0. Pour tout k ∈ N∗, on considère la fonction φk : Ω× E −→ R définie par

φk(ω, x) =

{
−‖x‖, si x ∈ Γk(ω),

M, sinon,

où Γk est la multifonction donnée par la définition 2.3 avec ε = 1/k. On peut supposer

que 0 ∈ Γk(ω) ⊂ B(0,M). On pose Akn = {ω ∈ Ω : un(ω) ∈ Γk(ω)}. On a µ(Ω \
Akn) ≤ 1/k. D’après [Ba4] (voir aussi [DM]), il existe une distance d sur E définissant

une topologie τd plus faible que la topologie faible de E et telle que (E, τd) soit un

espace souslinien. En particulier, E muni d’une des trois topologies τd, topologie forte ou

faible, possède la même tribu borélienne. D’autre part, comme Γk est à valeurs fortement

compactes, il n’est pas difficile de voir que pour tout ω ∈ Ω, φk(ω, ·) est τd-semi-continue

inférieurement sur E. On peut aussi montrer que φk est F × B(E)-mesurable ([CV]).

Finalement, pour tout (ω, x) ∈ Ω× E, on a |φk(ω, x)| ≤M .

Pour tout p ∈ N, on définit l’approximation lipschitzienne φpk : Ω × E −→ R de φk
par

φpk(ω, x) := inf
y∈E
{φk(ω, y) + p d(x, y)} .

Il est connu ([V6]) que φpk est F ⊗B(E) mesurable et que pour tout ω ∈ Ω, φpk(ω, ·) est

d-lipschitzienne et donc σ(E,E′)-continue. De plus, on a pour tout (ω, x) ∈ Ω× E,

φk(ω, x) = sup
p
φpk(ω, x) .

On pose alors pour tout (ω, x) ∈ Ω × E, φ̂pk(ω, x) = φpk(ω, x) − φpk(ω, 0). Pour tout

(k, p) ∈ N×N, φ̂pn vérifie les conditions (i) à (iv) de la définition 5.1. (Remarquons que

(iv) est vérifiée puisque |φ̂pk(ω, x)| ≤ 2M .) D’après la convergence limitée de la suite

(un)n, on obtient pour tout (k, p) ∈ N× N,

lim
n→∞

∫
Ω

φ̂pk(ω, un(ω)) dµ = 0.

On en déduit que

lim inf
n→∞

∫
Ω

φpk(ω, un(ω)) dµ ≥
∫

Ω

φpk(ω, 0) dµ.

Ainsi, pour tout (k, p) ∈ N× N, on a

lim inf
n→∞

∫
Ω

φk(ω, un(ω)) dµ ≥ lim inf
n→∞

∫
Ω

φpk(ω, un(ω)) dµ ≥
∫

Ω

φpk(ω, 0) dµ.

On obtient alors pour tout k ∈ N

lim inf
n→∞

∫
Ω

φk(ω, un(ω)) dµ ≥ sup
p

∫
Ω

φpk(ω, 0) dµ =

∫
Ω

φk(ω, 0) dµ = 0. (5.4.1)
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On peut à présent montrer que la suite (un)n converge fortement. Fixons δ > 0. Comme∫
Ω

‖un‖ dµ =

∫
Akn

‖un‖ dµ+

∫
Ω\Akn

‖un‖ dµ

=

∫
Akn

‖un‖ dµ−
∫

Ω\Akn
M dµ+

∫
Ω\Akn

M dµ+

∫
Ω\Akn

‖un‖ dµ

= −
∫

Ω

φk(ω, un(ω)) dµ+M µ(Ω \Akn) +

∫
Ω\Akn

‖un‖ dµ

et grâce à l’uniforme intégrabilité de la suite (un)n, pour k assez grand, on a∫
Ω

‖un‖ dµ ≤ −
∫

Ω

φk(ω, un(ω)) dµ+ δ.

Ainsi, lorsque n tends vers l’infini, par (5.4.1), on trouve

lim sup
n→∞

∫
Ω

‖un‖ dµ ≤ δ.

Ce qui finit la preuve. ¤
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CHAPITRE II

ÉPI-CONVERGENCE DES FONCTIONNELLES INTÉGRALES

DÉFINIES SUR L’ESPACE DES MESURES.

APPLICATIONS AU PROCESSUS DE RAFLE.

1. Introduction.

Dans ce chapitre, on présente plusieurs résultats d’épi-convergence des fonctionnelles

intégrales définies sur l’espace des mesures à variation bornée à valeurs dans un espace

de Banach séparable et réflexif. On montre alors que ces résultats sont utiles pour des

applications au processus de rafle, introduit par J.J. Moreau ([Mo4]) dans le traitement

des systèmes mécaniques élasto-plastiques.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la partie 3, on présente plusieurs nouveaux

résultats sur l’épi-convergence des fonctionnelles intégrales définies sur l’espace des

mesures à variation bornée, basés sur des résultats classiques obtenus par C. Castaing

([C6]) et Y. Reshetnyak ([Re]). On donne aussi une caractérisation utile d’un concept de

convergence pour les multifonctions semi-continues inférieurement. Des applications a

un problème de stabilité dans le processus de rafle du premier ordre sont données dans

la partie 4. La partie 5 traite d’un problème de stabilité et d’existence de minimum dans

le processus de rafle du second ordre. Finalement, dans l’appendice, on donne plusieurs

résultats concernant les fonctionnelles intégrales définies sur l’espace des mesures à

variation bornée.

2. Notations. Définitions.

Soit T un espace polonais (i.e., T est un espace topologique séparable et il existe une

métrique complète définissant la topologie de T ) et B(T ) sa tribu borélienne. Soit E un

espace de Banach séparable et réflexif de norme ‖ · ‖, E′ son dual fort et 〈·, ·〉 la forme

bilinéaire de dualité entre E et E′. La boule unitée fermée B′ de E′ est munie de la

Ce chapitre est la traduction de l’article “Epi-convergence of integral fonctionals. Application to the sweeping
process,” fait en collaboration avec C. Castaing qui sera publié dans le “Proceedings of the Conference on
Nonlinear and Convex Analysis in Economic Theory, Tokyo, Japan, July 2-4, 1993”.
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topologie ∗-faible σ(E′, E) ; c’est un espace compact métrisable. On note B(x, r) (resp.

B(x, r)) la boule ouverte (resp. fermée) de E de centre x et de rayon r.

On note Cb(T,E) l’espace de Banach des applications continues bornées de T dans

E muni de la norme uniforme.

Une mesure vectorielle sur T à valeurs dans E′ est une fonction d’ensemble σ-additive

m de B(T ) dans E′. La variation de la mesure m est la mesure à valeurs réelles positives

|m| définie sur T par

|m|(A) = sup

{∑
i∈I
‖m(Ai)‖ : (Ai)i∈I B(T )-partition finie de A

}
, ∀A ∈ B(T ) .

On note Mb(T,E′) l’espace des mesures vectorielles m définies sur T à valeurs dans

E′ et à variation bornée (i.e., |m| est une mesure de Radon bornée sur T ). On pose

‖m‖ = |m|(T ).

Pour tout m ∈Mb(T,E′), il existe une fonction |m|-mesurable dm
d|m| : T −→ B′ telle

que m = dm
d|m| |m|, c’est-à-dire

m(A) =

∫
A

dm

d|m| (t) d|m|(t) , ∀A ∈ B(T ) .

Pour tout f ∈ Cb(T,E) et tout m ∈Mb(T,E′), on définit l’intégrale de f par rapport

à m par ∫
f dm =

∫ 〈
f(t),

dm

d|m| (t)
〉
d|m|(t) .

De cette façon, Mb(T,E′) s’identifie à un sous-espace vectoriel du dual topologique

de Cb(T,E). On munit alorsMb(T,E′) de la topologie ∗-faible σ(Mb(T,E′), Cb(T,E))

dite topologie faible (ou étroite).

Pour plus de détails sur les mesures vectorielles, on renvoie à [No1], [No2], [Di1],

[Di2], [Jo], [DU].

Un sous-ensemble H de Mb(T,E′) est borné si

sup
m∈H

‖m‖ < +∞ .

Il est tendu (ou il satisfait à la condition de Prokhorov) si pour tout ε > 0, il existe un

sous-ensemble compact Kε de T tel que

|m|(T \Kε) ≤ ε , ∀m ∈ H .

On rappelle à présent le théorème de Prokhorov ([Bk2, §5, Théorème 1], [DM, Théo-

rème III.59]) :
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Théorème 2.1. Soit H un sous-ensemble borné tendu de Mb(T,R). Alors H est relati-

vement faiblement compact dans Mb(T,R).

Finalement, on conclut cette partie en rappelant quelques notions classiques d’analyse

épigraphique (c.f., [A]) :

Soit X un espace topologique vérifiant le premier axiome de dénombrabilité1. Soit

(Fn)n une suite de fonctions de X dans [−∞,+∞]. La limite épigraphique inférieure

(resp. supérieure) lie Fn (resp. lse Fn) de la suite (Fn)n est définie par

lie Fn(x) = min
{xn→x}

lim inf
n

Fn(xn) , ∀x ∈ X ,

lse Fn(x) = min
{xn→x}

lim sup
n

Fn(xn) , ∀x ∈ X .

La suite (Fn)n épi-converge vers F en x si F (x) = lie Fn(x) = lse Fn(x).

La limite inférieure (resp. supérieure) d’une suite (Cn)n de sous-ensembles non-vides

fermés convexes de E est définie par

Li(Cn) = {x ∈ E : ∃(xn)n, xn ∈ Cn, x = lim
n
xn} ,

Ls(Cn) = {x ∈ E : ∃(xk)k, xk ∈ Cnk , x = lim
k
xk} .

On rappelle aussi que pour tout sous-ensemble non-vide fermé convexe C de E, la

fonction support δ∗ : E′ −→ R de C est définie par

δ∗(x,C) = sup
c∈C
〈c, x〉 , ∀x ∈ E′ .

Finalement, une multifonction Γ: T −→−→ E est semi-continue inférieurement en t0 ∈
T si pour tout ouvert V de E vérifiant Γ(t0) ∩ V 6= ∅, il existe un voisinage U de t0
dans T tel que pour chaque t ∈ U, Γ(t) ∩ V 6= ∅.

Tous les résultats de la prochaine section restent valides sans hypothèses de tension, si

T est un espace polonais localement compact et si Mb(T,E′) est muni de la topologie

vague (i.e., la topologie de la convergence simple sur l’espace Cc(T,E) des fonctions

continues de T dans E à support compact).

3. Epi-convergence des fonctionnelles intégrales.

On s’intéresse dans cette partie à l’épi-convergence des fonctionnelles intégrales

définies sur l’espace des mesures à variation bornée. La première partie de notre résultat

principal est le théorème suivant.

1C’est-à-dire, tout point de X admet un système fondamental de voisinages dénombrable.
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Théorème 3.1. Soit Y un espace topologique polonais et N̂ = N ∪ {∞}. Soit {φk :

k ∈ N̂} des applications semi-continues inférieurement sur T × B′ × Y à valeurs dans

[0,+∞] telles que pour tout (t, y, k) ∈ T ×Y × N̂, φk(t, ·, y) est convexe et positivement

1-homogène sur B′, i.e., pour tout x ∈ B′ et tout λ ∈ [0, 1], φk(t, λx, y) = λφk(t, x, y).

On suppose que lie φk ≥ φ∞ sur T×B′×Y , c’est-à-dire, pour toute suite
(
(tk, xk, yk)

)
k

dans T ×B′ × Y qui converge vers (t, x, y), on a

lim inf
k

φk(tk, xk, yk) ≥ φ∞(t, x, y) . (3.1.1)

Soit (mk)k une suite bornée et tendue dans Mb(T,E′) qui converge faiblement vers

m ∈ Mb(T,E′). Soit (uk)k une suite de fonctions continues sur T à valeurs dans Y

qui converge uniformément sur les sous-ensembles compacts de T vers une fonction

continue u. On a alors

lim inf
k

∫
T

φk
(
t,
dmk

d|mk|
(t), uk(t)

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

φ∞
(
t,
dm

d|m| (t), u(t)
)
d|m|(t) .

Pour démontrer ce théorème, on utilise une extension d’un théorème de Y. Reshetnyak

aux mesures vectorielles définies sur un espace polonais (Théorème 6.1) ainsi que deux

lemmes sur le produit des mesures (Lemmes 7.1 et 7.3).

Preuve. Par commodité, on pose m∞ = m et u∞ = u. Remarquons que le compactifié

d’Alexandroff N̂ de N est un espace compact métrique. On définit la fonction ψ : T ×
N̂×B′ −→ [0,+∞], par ψ(t, k, x) = φk(t, x, uk(t)). Montrons que ψ est semi-continue

inférieurement sur T × N̂×B′. Soit (tk, pk, xk)k une suite dans T × N̂×B′ qui converge

vers (t, p, x). On pose a = lim infk ψ(tk, pk, xk). Si p ∈ N, pour k assez grand, pk = p.

Comme up est continue, la suite (up(tk))k converge vers up(t) dans Y . Il découle alors

de la semi-continuité inférieure de φp que

lim inf
k

φ(tk, pk, xk) = lim inf
k

φpk(tk, xk, upk(tk)) = lim inf
k

φp(tk, xk, up(tk))

≥ φp(t, x, up(t)) = ψ(t, p, x) .

Considérons maintenant le cas p =∞. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer

que a = limk ψ(tk, pk, xk) et que la suite (pk)k est croissante. Pour chaque n ∈ N, on

définit

sn =

{
t1, si n < p1,

tk, si pk ≤ n < pk+1,
et yn =

{
x1, si n < p1,

xk, si pk ≤ n < pk+1.

On a alors

t = lim
n
sn , (spk)k = (tk)k ,

x = lim
n
yn , (ypk)k = (xk)k .
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De plus, comme u est continue et comme (un)n converge uniformément vers u sur le

compact {t, sn : n ∈ N}, la suite (un(sn))n converge vers u(t) dans Y . Ainsi, par

(3.1.1), on obtient

lim inf
k

ψ(tk, pk, xk) ≥ lim inf
n

ψ(sn, n, yn) = lim inf
n

φn(sn, yn, un(sn))

≥ φ∞(t, x, u(t)) = ψ(t,∞, x) .

Cela prouve la semi-continuité inférieure de ψ. A présent, pour tout k ∈ N̂, on considère

la mesure νk deMb(T × N̂, E′) définie par νk = mk⊗ δk (où δk est la mesure de Dirac

en k de Mb(N̂,R)). Comme la suite (δk)k est bornée, tendue et converge faiblement

vers δ∞ dansMb(N̂,R), d’après les lemmes 7.1 et 7.3, on a |νk| = |mk|⊗ δk et la suite

(νk)k converge faiblement vers ν∞ dansMb(T × N̂, E′). On applique alors le théorème

de Reshetnyak (Théorème 6.1) à la fonction ψ et à la suite (νk)k. On trouve

lim inf
k

∫
T×N̂

ψ
(
t, n,

dνk
d|νk|

(t, n)
)
d|νk|(t, n)

≥
∫
T×N̂

ψ
(
t, n,

dν∞
d|ν∞|

(t, n)
)
d|ν∞|(t, n) . (3.1.2)

Comme pour chaque k ∈ N̂, νk = mk ⊗ δk , grâce au lemme 7.1, on a

dνk
d|νk|

=
d(mk ⊗ δk)

d(|mk| ⊗ δk)
=

dmk

d|mk|
⊗ 1 .

On déduit alors que pour tout k ∈ N̂,∫
T×N̂

ψ
(
t, n,

dνk
d|νk|

(t, n)
)
d|νk|(t, n) =

∫
T

∫
N̂
ψ
(
t, n,

dmk

d|mk|
(t).1(n)

)
d|δk|(n) d|mk|(t)

=

∫
T

ψ
(
t, k,

dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t)

=

∫
T

φk
(
t,
dmk

d|mk|
(t), uk(t)

)
d|mk|(t) .

Finalement par (3.1.2), on obtient

lim inf
k

∫
T

φk
(
t,
dmk

d|mk|
(t), uk(t)

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

φ∞
(
t,
dm

d|m| (t), u(t)
)
d|m|(t) .

Ce qui achève la preuve. ¤

Remarque 3.2. L’ensemble N̂ a aussi été utilisé par E. Balder ([Ba2]) et M. Valadier

([V6]).
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Théorème 3.3. Soit {φk : k ∈ N̂} des applications semi-continues inférieurement sur

T × B′ à valeurs dans [0,+∞] telles que pour tout k ∈ N̂ et tout t ∈ T , φk(t, ·) est

convexe et positivement homogène sur B′. On suppose que lie φk ≥ φ∞ sur T×B′, et que

pour tout t ∈ T , φ∞(t, ·) ≥ lse φk(t, ·) sur B′. C’est-à-dire, pour tout (t, x) ∈ T × B′,
et toute suite (tk, xk)k de T ×B′ qui converge vers (t, x), on a

lim inf
k

φk(tk, xk) ≥ φ∞(t, x) , (3.3.1)

et il existe une suite (xk)k dans B′ convergeant vers x et telle que

φ∞(t, x) ≥ lim sup
k

φk(t, xk) . (3.3.2)

Considérons les fonctionnelles {Iφk : k ∈ N̂} définies sur Mb(T,E′) par

Iφk(m) =

∫
T

φk
(
t,
dm

d|m| (t)
)
d|m|(t) .

Alors pour toute suite bornée tendue (mk)k deMb(T,E′) qui converge faiblement vers

m ∈Mb(T,E′), on a

lim inf
k

Iφk(mk) ≥ Iφ∞(m) ,

et pour tout m ∈ Mb(T,E′), il existe un suite bornée tendue (mk)k dans Mb(T,E′)

convergeant faiblement vers m telle que

lim sup
k

Iφk(mk) ≤ Iφ∞(m) .

C’est-à-dire, la suite (Iφk)k épi-converge séquentiellement sur les sous-ensembles bornés

tendus de Mb(T,E′).

Preuve. Par le théorème 3.1, on sait déjà que pour toute suite (mk)k bornée tendue de

Mb(T,E′) qui converge faiblement vers m, on a

lim inf
k

Iφk(mk) ≥ Iφ∞(m) .

Montrons la seconde inégalité. On utilise une idée de A. Salvadori ([Sa, Proof of Theo-

rem 3.1]) : fixons m ∈ Mb(T,E′). On pose v = dm
d|m| ∈ L1

E′(T,B(T ), d|m|). Si

Iφ∞(m) = +∞, il n’y a rien à montrer. On peut donc supposer que φ∞(·, v(·)) ∈
L1
R(T,B(T ), d|m|). Soit ψk : T ×B′ −→ [0,+∞] l’application définie par

ψk(t, x) =
[
φk(t, x)− φ∞(t, v(t))

]+
.

Il est clair que ψk est mesurable sur T×B′ et que ψk(t, ·) est semi-continue inférieurement

sur le compact B′. On considère alors la multifonction Γk : T −→−→ B′ définie par

Γk(t) = {y ∈ B′ : d(v(t), y) + ψk(t, y) = min
x∈B′
{d(v(t), x) + ψk(t, x)}} ,
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où d est une métrique sur B′ (muni de la topologie ∗-faible). Comme B′ est compact,

il est clair que pour tout t ∈ T , Γk(t) est non vide. D’après [CV, III.39], il existe2 une

sélection vk ∈ L1
E′(T,B(T ), d|m|) de Γk. Pour chaque t ∈ T , par (3.3.2), il existe une

suite (xk)k dans B′ qui converge vers v(t) et telle que limk ψk(t, xk) = 0. Comme

d(v(t), vk(t)) + ψk(t, vk(t)) ≤ d(v(t), xk) + ψk(t, xk) ,

on obtient

lim
k
d(v(t), vk(t)) = 0 ,

lim
k
ψk(t, vk(t)) = 0 .

D’un autre coté, comme φk(t, 0) = 0, on a ψk(t, 0) = 0 et donc

d(v(t), vk(t)) + ψk(t, vk(t)) ≤ d(v(t), 0) + ψk(t, 0) ≤M ,

où M = sup{d(x, y) : (x, y) ∈ B′ × B′}. Comme |m| est bornée, par le théorème de

la convergence dominée de Lebesgue, on déduit que la suite
(
ψk(·, vk(·))

)
k

converge

vers 0 dans L1
R(T,B(T ), d|m|). On a alors

lim
k

∫
T

[
φk(t, vk(t))− φ∞(t, v(t))

]+
d|m|(t) = 0 ,

et donc

lim sup
k

∫
T

φk(t, vk(t)) d|m|(t) ≤
∫
T

φ∞(t, v(t)) d|m|(t) . (3.3.3)

On pose mk = vk|m|. Il est clair que (mk)k est une suite bornée tendue dansMb(T,E′).

Montrons que (mk)k converge faiblement vers m : soit f ∈ Cb(T,E). Comme (vk(t))k
converge vers v(t) dans B′, on a,

lim
k
〈f(t), vk(t)〉 = 〈f(t), v(t)〉 .

De plus, comme v(t) ∈ B′, on a

|〈f(t), v(t)〉| ≤ ‖f(t)‖ .

Comme |m| est bornée, f ∈ L1
E(T,B(T ), d|m|). Par le théorème de Lebesgue, on trouve

alors

lim
k

∫
T

〈f(t), vk(t)〉 d|m|(t) =

∫
T

〈f(t), v(t)〉 d|m|(t) .

2En fait, d’après [CV, III.39], il existe une sélection vk (B|m|(T ),B(B′))-mesurable de Γk — où B|m|(T )

est la tribu |m|-complété de B(T ) et B(B′) est la tribu de Borel de B′. De plus, comme vk(t) ∈ B′ et comme
|m| est bornée, vk est |m|-intégrable. En modifiant vk sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer
que vk ∈ L1

E′ (T,B(T ), d|m|).
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et donc limk〈f,mk〉 = 〈f,m〉. Ce qui prouve que (mk)k converge faiblement vers m

dans Mb(T,E′). Il est facile de voir que

dmk

d|mk|
(t) =

d(vk|m|)
d(‖vk‖ |m|)

(t) =

{
vk(t)
‖vk(t)‖ , si ‖vk(t)‖ 6= 0,

0, si ‖vk(t)‖ = 0.

On obtient alors∫
T

φk(t, vk(t)) d|m|(t) =

∫
T

φk
(
t,

vk(t)

‖vk(t)‖
)
‖vk‖ d|m|(t)

=

∫
T

φk
(
t,
dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t) .

Finalement, par (3.3.3), on trouve

lim sup
k

∫
T

φk
(
t,
dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t) ≤

∫
T

φ∞
(
t,
dm

d|m| (t)
)
d|m|(t) .

C’est-à-dire

lim sup
k

Iφk(mk) ≤ Iφ∞(m) ,

ce qui finit la preuve. ¤

On donne à présent des applications des résultats précédents aux intégrandes associés

à des multifonctions.

Corollaire 3.4. Soit Y un espace polonais. Soit {Ck : k ∈ N̂} des multifonctions semi-

continues inférieurement sur T×Y à valeurs dans les sous-ensembles non-vides convexes

fermés de E contenant 0. On suppose que pour toute suite (tk, yk)k dans T × Y qui

converge vers (t, y) ∈ T × Y , on a

C∞(t, y) ⊂ Li
(
Ck(tk, yk)

)
. (3.4.1)

Soit (mk)k une suite bornée tendue dans Mb(T,E′) qui converge faiblement vers m ∈
Mb(T,E′). Soit (un)n une suite de fonctions continues de T dans Y qui converge

uniformément sur les compacts de T vers une fonction continue u. Alors on a

lim inf
k

∫
T

δ∗
( dmk

d|mk|
(t), Ck(t, uk(t))

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

δ∗
( dm
d|m| (t), C∞(t, u(t))

)
d|m|(t) .

Preuve. Pour tout k ∈ N̂, on considère l’application φk : T×B′×Y −→ [0,+∞] définie

par

φk(t, x, y) = δ∗
(
x,Ck(t, y)

)
, ∀(t, x, y) ∈ T ×B′ × Y .

Trivialement, pour tout t ∈ T , φk(t, ·, y) est convexe et positivement homogène sur B′.

Montrons que φk est semi-continue inférieurement sur T ×B′× Y . Pour un k fixé dans
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N̂, par ([Mi, Lemma 5.2]), il existe une suite (un)n de sélections continues de Ck telle

que pour chaque (t, y) ∈ T ×Y , {un(t, y) : n ∈ N} soit dense dans Ck(t, y). On a alors

δ∗
(
x,Ck(t, y)

)
= sup

n
〈un(t, y), x〉 , ∀(t, x, y) ∈ T ×B′ × Y . (3.4.2)

Comme un est continue et comme B′ est muni de la topologie faible, la fonction

(t, x, y) 7−→ 〈un(t, y), x〉 est continue sur T × B′ × Y . Par (3.4.2), on déduit que l’ap-

plication (t, x, y) 7−→ δ∗
(
x,Ck(t, y)

)
est semi-continue inférieurement sur T ×B′ × Y .

Montrons maintenant que la suite (φk)k vérifie l’hypothèse (3.1.1) du théorème 3.1.

Soit (tk, xk, yk)k une suite dans T ×B′ × Y qui converge vers (t, x, y) ∈ T ×B′ × Y
et soit c ∈ C∞(t, y). Grâce à (3.4.1), il existe une suite (ck)k dans E qui converge vers

c et telle que

ck ∈ Ck(tk, yk) , ∀k ∈ N .

On a 〈c, x〉 = limk〈ck, xk〉. D’où

〈c, x〉 ≤ lim inf
k
〈ck, xk〉 ≤ lim inf

k
δ∗
(
xk, Ck(tk, yk)

)
.

Comme cela est vrai pour c ∈ C∞(t, y), on trouve

δ∗
(
x,C∞(t, y)

)
≤ lim inf

k
δ∗
(
xk, Ck(tk, yk)

)
.

Cela signifie que

φ∞(t, x, y) ≤ lim inf
k

φk(tk, xk, yk) ,

et donc φ∞ ≤ lie φk sur T ×B′×Y . D’après le théorème 3.1 appliqué à la suite (φk)k,

on trouve

lim inf
k

∫
T

φk
(
t,
dmk

d|mk|
(t), uk(t)

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

φ∞
(
t,
dm

d|m| (t), u(t)
)
d|m|(t) .

C’est à dire

lim inf
k

∫
T

δ∗
( dmk

d|mk|
(t), Ck(t, uk(t))

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

δ∗
( dm
d|m| (t), C∞(t, u(t))

)
d|m|(t) .

Ce qui achève la preuve. ¤

Corollaire 3.5. Soit {Ck : k ∈ N̂} des multifonctions semi-continues inférieurement sur

T à valeurs dans les sous-ensembles non-vides convexes fermés de E. On suppose que

pour tout t ∈ T , il existe εt > 0 tel que pour tout k ∈ N,B(0, εt) ⊂ Ck(t). On suppose

aussi que pour tout t ∈ T , on a

Ls
(
Ck(t)

)
⊂ C∞(t) , (3.5.1)
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et que pour toute suite (tk)k de T qui converge vers t ∈ T , on a

C∞(t) ⊂ Li
(
Ck(tk)

)
. (3.5.2)

Considérons les fonctionnelles ICk définies sur Mb(T,E′) par

ICk(m) =

∫
T

δ∗
( dm
d|m| (t), Ck(t)) d|m|(t) .

Alors pour toute suite bornée tendue (mk)k dans Mb(T,E′) qui converge faiblement

vers m ∈Mb(T,E′), on a

lim inf
k

ICk(mk) ≥ IC∞(m) ,

et pour tout m ∈ Mb(T,E′), il existe une suite bornée tendue (mk)k dans Mb(T,E′)

convergeant faiblement vers m telle que

lim sup
k

ICk(mk) ≤ IC∞(m) .

Preuve. Pour chaque k ∈ N̂, on considère l’application φk : T ×B′ −→ [0,+∞] définie

par

φk(t, x) = δ∗
(
x,Ck(t)

)
, ∀(t, x) ∈ T ×B′ .

Montrons que (φk)k vérifie les hypothèses du théorème 3.3. D’après la preuve du co-

rollaire 3.4, il suffit de vérifier l’hypothèse (3.3.2) du théorème 3.3, c’est-à-dire que

φ∞(t, ·) ≥ lse φk(t, ·) sur B′. Soit t fixé dans T . Par (3.5.1), on a

φ∞(t, x) = δ∗
(
x,C∞(t)

)
≥ δ∗

(
x,Ls(Ck(t))

)
, ∀x ∈ B′ .

De plus, par [A, Proposition 1.40 & Theorem 3.9], on a aussi

δ∗
(
x,Ls(Ck(t))

)
= lse δ

∗(x,Ck(t)
)
, ∀x ∈ B′ .

(Remarquons que l’hypothèse d’uniforme coercivité de [A, Theorem 3.9] est vérifiée

grâce à l’hypothèseB(0, εt) ⊂ Ck(t), ∀k ∈ N. En fait, il suffit de supposer queB(0, ε) ⊂
C∞(t) pour tout t dans T . Voir la remarque 4.3.) Ainsi φ∞(t, ·) ≥ lse φk(t, ·). Il ne reste

qu’à appliquer le théorème 3.3 pour obtenir le résultat. ¤

La proposition suivante relie la condition (3.4.1) ou (3.5.2) sur la convergence des

multifonctions avec celle introduite par C. Castaing dans [C6] (voir aussi [CDV], [V5]).
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Proposition 3.6. Soit S un espace polonais. Soit {Ck : k ∈ N̂} des multifonctions

semi-continues inférieurement définies sur S à valeurs dans les sous-ensembles convexes

fermés non-vides de E. Considérons les propriétés suivantes :

(i) pour toute sélection continue φ de C∞, il existe des sélections continues φk de

Ck telles que la suite (φk)k converge vers φ uniformément sur les compacts de

S ;

(ii) pour toute suite (sk)k dans S qui converge vers s ∈ S, C∞(s) ⊂ Li
(
Ck(sk)

)
;

(iii) la multifonction Π: S × N̂ −→−→ E, (s, n) 7−→ Cn(s) est semi-continue inférieu-

rement sur S × N̂.

Alors (i) =⇒ (ii) ⇐⇒ (iii). De plus, si pour chaque k ∈ N, la multifonction Ck est

continue (pour la distance de Hausdorff ), alors les trois propriétés (i), (ii) et (iii) sont

équivalentes.

Preuve. (i) =⇒ (ii) est facile : soit (sk)k une suite dans S qui converge vers s ∈
S et x ∈ C∞(s). D’après [Mi], il existe une sélection continue φ de C∞ telle que

φ(s) = x. Par (i), il existe des sélections continues φk de Ck telles que la suite (φk)k
converge uniformément vers φ sur le compact {s, sk : k ∈ N} de S. Ainsi, x = φ(s) =

limk φk(sk), et donc x ∈ Li
(
Ck(sk)

)
. Comme cela est vrai pour tout x ∈ C∞(s), on

obtient C∞(s) ⊂ Li
(
Ck(sk)

)
.

(ii) =⇒ (iii) : la semi-continuité de Π en (s0, n0) ∈ S × N provient de celle de Cn0

en s0. Montrons que Π est semi-continue inférieurement en (s0,∞) : si Π n’était pas

semi-continue, il existerait un ouvert V dans E avec V ∩ C∞(s0) 6= ∅ tel que pour

chaque voisinage U de s0 dans S, et chaque N ∈ N,

∃s ∈ U , ∃n ≥ N , V ∩ Cn(s) = ∅ .

On pourrait donc trouver une suite3 (sk)k convergeant vers s0 dans S et une suite

croissante (kp)p dans N telles que

∀p ∈ N , V ∩ Ckp(skp) = ∅ . (3.6.1)

Soit x0 ∈ V ∩C∞(s0). Comme (sk)k converge vers s0, il existe une suite (xk)k conver-

geant vers x0 et telle que xk ∈ Ck(sk) pour tout k ∈ N. Ainsi il existe N tel que

pour tout k ≥ N , xk ∈ V ∩ Ck(sk). Cela contredit (3.6.1) et prouve la semi-continuité

inférieure de Π.

(iii) =⇒ (ii) : soit (sk)k une suite dans S qui converge vers s0 ∈ S et x0 ∈ C∞(s0).

Pour chaque p ∈ N∗, d’après la semi-continuité de Π en (s0,∞), il existe un voisinage

Up de s0 dans S et Np ∈ N tels que

∀s ∈ Up , ∀k ≥ Np , Vp ∩ Ck(s) 6= ∅ ,
3En fait, on pourrait trouver une suite croissante (kp)p dans N et une suite (tp)p dans S convergeant vers

s0 et telle que V ∩Ckp (tp) = ∅, ∀p ∈ N. On pose alors sk = t1 si k < k1 et sk = tp si kp ≤ k < kp+1.
La suite (sk)k converge vers s0 et comme (skp )p = (tp)p, (3.6.1) est vérifié.
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où Vp représente la boule ouverte B(x0, 1/p). De plus, comme (sk)k converge vers s0,

on peut supposer que pour k ≥ Np, sk ∈ Up. On a alors

∀k ≥ Np , Vp ∩ Ck(sk) 6= ∅ .

Il existe donc xpk ∈ Vp∩Ck(sk). On peut aussi supposer que la suite (Np)p est strictement

croissante et que Up ↓ {s0}. Considérons alors la suite (xk)k de E définie par

xk =

{
un point quelconque de Ck(sk), si k < N1,

xpk, si Np ≤ k < Np+1.

Pour tout k ∈ N, xk ∈ Ck(sk) et (xk)k converge vers x0 dans E. Cela prouve (ii).

Finalement, pour montrer que les trois propriétés (i), (ii) et (iii) sont équivalentes, il

suffit de voir que (ii) =⇒ (i). La preuve est inspirée de [C6, Lemme 2.4 & Proposi-

tion 2.5]. Soit φ une sélection continue de C∞. Comme Ck est continue, l’application

s 7−→ d(φ(s), Ck(s)) l’est aussi (ici d est la distance associée à la norme de E). De plus,

les fonctions
(
s 7−→ d(φ(s), Ck(s))

)
k

convergent vers 0 uniformément sur les compacts

de S. En effet, sinon il existerait α > 0, un compact K de S et une suite croissante

(kp)p dans N tels que

lim
p

sup
s∈K

d
(
φ(s), Ckp(s)

)
≥ α .

Il existerait donc4 une suite (sk)k dans K telle que

lim
p
d
(
φ(skp), Ckp(skp)

)
≥ α . (3.9.2)

Comme K est compact, on pourrait supposer que (sk)k converge vers un s ∈ K. On

aurait donc

lim inf
p

d
(
φ(s), Ckp(skp)

)
≥ lim inf

p
d
(
φ(s), φ(skp)

)
− d
(
φ(skp), Ckp(skp)

)
≥ lim inf

p
d
(
φ(skp), Ckp(skp)

)
≥ α .

Mais cela contredirait l’hypothèse φ(s) ∈ C∞(s) ⊂ Li
(
Ck(sk)

)
.

On pose à présent

rk(s) = d
(
φ(s), Ck(s)

)
+ 1/k , ∀s ∈ S , ∀k ∈ N .

Soit la multifonction Γk : S −→−→ E définie par

Γk(s) = {x ∈ Ck(s) : ‖x− φ(s)‖ < rk(s)} , ∀s ∈ S .
4En fait, on pourrait trouver une suite (skp )p dans K vérifiant (3.9.2). Comme K est compact, on pourrait

supposer que (skp )p converge vers un s ∈ K. On pose alors sk = sk1
si k < k1 et sk = skp si

kp ≤ k < kp+1.
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Montrons que Γk est semi-continue inférieurement sur S : soit s0 ∈ S et V un ouvert de

E tel que Γk(s0)∩V 6= ∅. Soit x0 ∈ Γk(s0)∩V . Il existe ε > 0 tel que ‖x0−φ(s0)‖ <
rk(s0)− ε, c’est-à-dire

Ck(s0) ∩ V ∩B(φ(s0), rk(s0)− ε) 6= ∅ .

D’après la semi-continuité de Ck, la continuité de φ et celle de rk, il existe un voisinage

U de s0 dans S tel que pour tout s ∈ U , on ait

Ck(s) ∩ V ∩B(φ(s0), rk(s0)− ε) 6= ∅
‖φ(s)− φ(s0)‖ < ε/2

rk(s0)− ε/2 ≤ rk(s) .

On trouve alors pour tout s ∈ U et tout x ∈ Ck(s) ∩ V ∩B(φ(s0), rk(s0)− ε),

‖x− φ(s)‖ ≤ ‖x− φ(s0)‖+ ‖φ(s0)− φ(s)‖
≤ rk(s0)− ε+ ε/2 < rk(s) .

Ainsi Γk(s) ∩ V 6= ∅ pour tout s ∈ U . Ce qui prouve la semi-continuité inférieure de

Γk. La multifonction Γk : S −→−→ E définie par

Γk(s) = {x ∈ Ck(s) : ‖x− φ(s)‖ ≤ rk(s)} , ∀s ∈ S ,

est donc aussi semi-continue inférieurement. Par [Mi], il existe une sélection continue

φk de Γk. Ceci est vrai pour chaque k ∈ N. D’après la définition de Γk, pour tout s ∈ S,

on a

φk(s) ∈ Ck(s) ,

‖φk(s)− φ(s)‖ ≤ rk(s) .

Comme (rk)k converge vers 0 uniformément sur les compacts de S, la suite (φk)k

vérifie (i). ¤

Remarque 3.7. En général, la condition (i) semble plus restrictive que (ii).

Corollaire 3.8. On suppose que T est compact. Si, dans le corollaire 3.4, les multifonc-

tions {Ck : k ∈ N̂} définies sur T × Y sont continues (pour la distance de Hausdorff ),

il n’est pas nécessaire de supposer que

∀k ∈ N̂ , ∀(t, y) ∈ T × Y , 0 ∈ Ck(t, y) .



      

30 II. ÉPI-CONVERGENCE DES FONCTIONNELLES INTÉGRALES

Preuve. Soit φ∞ une sélection continue de C∞. Par la proposition 3.6, il existe des

sélections continues φk de Ck qui convergent uniformément vers φ∞. On pose

Γk = Ck − φk , ∀k ∈ N̂ .
Il est facile de voir que les multifonctions {Γk : k ∈ N̂} vérifient encore les hypothèses

du corollaire 3.4. On a donc (avec (mk)k et (uk)k comme dans le corollaire 3.4),

lim inf
k

∫
T

δ∗
( dmk

d|mk|
(t),Γk(t, uk(t))

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

δ∗
( dm
d|m| (t),Γ∞(t, u(t))

)
d|m|(t) .

Il en découle que

lim inf
k

∫
T

δ∗
( dmk

d|mk|
(t), Ck(t, uk(t))

)
d|mk|(t)

− lim inf
k

∫
T

〈 dmk

d|mk|
(t), φk(t, uk(t))

〉
d|mk|(t)

≥
∫
T

δ∗
( dm
d|m| (t), C∞(t, u(t))

)
d|m|(t)

−
∫
T

〈 dm
d|m| (t), φ∞(t, u(t))

〉
d|m|(t) . (3.8.1)

Comme la suite
(
φk(·, uk(·))

)
k

converge uniformément vers φ∞(·, u(·)) et comme l’ap-

plication (φ,m) 7−→
∫
φdm est continue sur Cb(T,E)×Mb(T,E′), on a∫

T

〈 dm
d|m| (t), φ(t, u(t))

〉
d|m|(t) = lim inf

k

∫
T

〈 dmk

d|mk|
(t), φk(t, uk(t))

〉
d|mk|(t) .

Ainsi (3.8.1) donne

lim inf
k

∫
T

δ∗
( dmk

d|mk|
(t), Ck(t, uk(t))

)
d|mk|(t) ≥

∫
T

δ∗
( dm
d|m| (t), C∞(t, u(t))

)
d|m|(t) .

Ce qui achève la preuve. ¤

4. Résultat de stabilité dans le processus de rafle.

Pour un réel strictement positif T , on considère l’intervalle [0, T ] de R. Pour d ∈ N∗,
on désigne par BV ([0, T ],Rd) l’espace des fonctions à variation bornée de [0, T ] dans

Rd. Pour u ∈ BV ([0, T ],Rd), la mesure de Stieltjes (ou mesure différentielle) de u est

notée Du. (Du ∈ Mb([0, T ],Rd).) Comme dans la section 2, |Du| (resp. ‖Du‖) est la

variation (resp. variation totale) de Du. Lorsque u est continue, on a pour 0 ≤ s < t ≤ T ,

u(t)− u(s) =

∫
[s,t]

dDu .

Pour plus de détails sur les fonctions à variation bornée, on renvoie à [Di1].

Pour tout convexe fermé non-vide C de Rd et tout x ∈ Rd, NC(x) est le cône normal

à C en x. Finalement, on définit la fonction ` : R∗+ × R∗+ −→ R+ par

`(r,R) =

{
max(0, (R2 − r2)/2r), if d ≥ 2,

max(0, R− r), if d = 1.
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Définition 4.1. Soit C : [0, T ] −→−→ Rd une multifonction semi-continue inférieurement

à valeurs dans les convexes fermés non-vides de Rd. Soit a ∈ C(0). Une fonction à

variation bornée u : [0, T ] −→ Rd est une solution du processus de rafle par C sous la

condition initiale a (SW(C, a)), si u vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) u(0) = a ;

(ii) u(t) ∈ C(t), ∀t ∈ [0, T ] ;

(iii) − dDu

d|Du| (t) ∈ NC(t)(u(t)) |Du|-p.p.

L’existence et l’unicité des solutions du processus de rafle ont été étudiés par de

nombreux spécialistes sous diverses hypothèses : C. Castaing ([C3], [C6]), A. Gavioli

([Ga]), M.D.P. Monteiro Marques ([MM1], [MM2]), J.J. Moreau ([Mo1], [Mo2], [Mo3],

[Mo4]), H. Tanaka ([T]), M. Valadier ([V5]) . . . Voir [V5] pour plus de références et de

détails.

Théorème 4.2. Soit C : [0, T ] −→−→ Rd une multifonction semi-continue inférieurement à

valeurs convexes fermées non-vides. On suppose que

(i) il existe x0 ∈ Rd et r0 > 0 tels queB(x0, r0) ⊂ C(t), ∀t ∈ [0, T ] ;

(ii) le graphe de C est fermé à gauche (i.e., fermé dans [0, T ] × Rd lorsque [0, T ]

est muni de la topologie gauche).

Soit a ∈ C(0). Alors il existe une et une seule fonction continue à variation bornée

u : [0, T ] −→ Rd solution de SW(C, a). De plus, la solution u vérifie

‖Du‖ =

∫
T

d|Du| ≤ `(r0, ‖a− x0‖) .

Références. On peut trouver dans [MM1] un résultat plus général, sur l’existence des

solutions continues à droite. Celui présenté ici provient de [V5, Theorem 11]. Voir la

remarque qui suit.

Remarque 4.3. En fait, dans [V5, Theorem 11], on suppose aussi qu’il existe une suite

croissante (Cn)n de multifonctions lipschitziennes à valeurs convexes fermées non-vides

telle que

(1) ∀t ∈ [0, T ], cl
( ⋃
n∈N

Cn(t)
)

= C(t) ;

(2) ∀t ∈ [0, T ], B(x0, r0) ⊂ C0(t).

Mais par [V4] (voir aussi [V5, Theorem 8]), une telle suite existe. Le seul point qu’il reste

à vérifier est (2) : il est clair que C(t) ⊂ Li
(
Cn(tn)

)
pour toute suite (tn)n convergeant

vers t ∈ [0, T ]. D’après la proposition 3.6, la multifonction (n, t) 7−→ Cn(t) est semi-

continue inférieurement sur N̂× [0, T ]. On a aussiB(x0, r0/2) ⊂ intC(t). Donc par [V5,

Lemma 7] (voir le lemme C plus bas), pour tout t ∈ [0, T ], il existe un voisinage Ut de

t dans [0, T ] et un entier Nt tel que

∀n ≥ Nt , ∀s ∈ Ut , B(x0, r0/2) ⊂ intCn(s) .
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Comme [0, T ] est compact, il existe {t1, t2, . . . , tp} dans [0, T ] tels que [0, T ] =
⋃p
i=1 Uti .

En posant N = sup
i=1...p

Nti , on trouve

∀n ≥ N , ∀t ∈ [0, T ] , B(x0, r0/2) ⊂ intCn(s) .

On rappelle à présent quelques lemmes qu’on utilisera dans les prochaines preuves.

Proposition A. Soit C : [0, T ] −→−→ Rd une multifonction semi-continue inférieurement à valeurs convexes
fermées non-vides et u : [0, T ] −→ Rd une fonction continue à variation bornée telle que u(t) ∈ C(t), ∀t ∈
[0, T ]. Les propriétés suivantes sont alors équivalentes :

(i) − dDu

d|Du|
(t) ∈ NC(t)(u(t)), |Du|-p.p.

(ii) pour tout (s, t) ∈ [0, T ]× [0, T ] avec 0 ≤ s < t ≤ T ,∫
]s,t]

δ∗
(
− dDu

d|Du|
(τ), C(τ)

)
d|Du|(τ) +

1

2
(‖u(t)‖2 − ‖u(s)‖2) ≤ 0 .

Références. C’est une conséquence d’un résultat plus général de M. Valadier ([V5, Proposition 6]). Voir aussi
[MM1, Preuve du Théorème 1].

Lemme B. Soit C un sous-ensemble convexe de Rd avec un intérieur non-vide, a ∈ C et ε > 0. Alors il
existe x ∈ C et r > 0 tels queB(x, r) ⊂ intC et `(r, ‖a− x‖) < ε.

Références. [V5, Lemma 10], [MM1, Lemme 3].

Lemme C. Soit S un espace topologique, C : S −→−→ Rd une multifonction semi-continue inférieurement à
valeurs convexes fermées non-vides et s0 ∈ S. Soit K un convexe compact de Rd tel que K ⊂ intC(s0).
Alors il existe un voisinage U de s0 dans S tel que K ⊂ intC(s), ∀s ∈ U .

Références. [V5, Lemma 7], [MM1, Lemme 1].

Proposition D. Soit (un)n une suite de fonctions de BV ([0, T ],Rd). Supposons que supn ‖Dun‖ < +∞.
Alors la suite (un)n est relativement séquentiellement compacte dans BV ([0, T ],Rd) pour la convergence
simple. De plus, si (unk )k est une sous-suite de (un)n qui converge vers un u dans BV ([0, T ],Rd) telle
que les fonctions {u, unk : k ∈ N} soient continues à droite sur [0, T ], alors pour toute fonction continue
f : [0, T ] −→ Rd et tout (s, t) ∈ [0, T ]× [0, T ] avec 0 ≤ s < t ≤ T , on a

lim
k

∫
]s,t]

f dDunk =

∫
]s,t]

f dDu.

C’est-à-dire, la suite (1]s,t]Dunk )k converge faiblement vers 1]s,t]Du dans Mb([0, T ],Rd).

Références. [V5, Lemma 5 & (4) de la preuve du Theorem 11], [MM1, Lemma 4], [C3, Théorème 3]. Des
parties de ce résultat sont aussi appelées théorème de Banach ou théorème de Helly.

Notre résultat de stabilité pour le processus de rafle du premier ordre est le suivant.

Théorème 4.4. Soit {C,Cn : n ∈ N} des multifonctions semi-continues inférieurement

sur [0, T ] à valeurs dans les sous-ensembles convexes fermés non-vides de Rd. On suppose

que

(i) pour toute suite (tn)n dans [0, T ] qui converge vers t, C(t) ⊂ Li
(
Cn(tn)

)
;

(ii) pour tout t ∈ [0, T ], Ls
(
Cn(t)

)
⊂ C(t) ;

(iii) les multifonctions {C,Cn : n ∈ N} ont des graphes fermés à gauche ;

(iv) il existe x0 ∈ Rd et r0 > 0 tels queB(x0, r0) ⊂ Cn(t), ∀t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N.
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Pour chaque n ∈ N, soit an ∈ Cn(0) tel que la suite (an)n converge vers un a ∈ Rd.

Pour chaque n ∈ N, soit un la solution continue à variation bornée de SW(Cn, an).

Alors, la suite (un)n converge simplement vers un fonction continue à variation bornée

u : [0, T ] −→ Rd qui est l’unique solution de SW(C, a).

Preuve. On adapte une preuve de M. Valadier ([V5, preuve du Theorem 11], voir aussi

[MM1]). On pose C∞ = C. Par le théorème 4.2, on a ‖Dun‖ ≤ `(r0, ‖an − x0‖).

En posant R = supn ‖an − x0‖, on obtient ‖Dun‖ ≤ `(r0, R). Donc d’après la pro-

position D, la suite (un)n est relativement séquentiellement compacte pour la topologie

de la convergence simple. Il suffit donc de vérifier que toute valeur d’adhérence de la

suite (un)n est (l’unique) solution de SW(C, a). Soit donc u une valeur d’adhérence de

(un)n. Il existe une sous-suite encore notée (un)n qui converge simplement vers u. Il

est clair que u(0) = a et par (ii) que u(t) ∈ C(t) pour tout t ∈ [0, T ]. De plus, grâce à

la proposition D, u est à variation bornée.

Montrons que u est continue à droite en t0 ∈ [0, T [. Soit ε > 0. D’après le lemme B,

il existe r1 > 0 et x1 ∈ C(t0) tels que B(x1, r1) ⊂ intC(t0) et `(r1, ‖u(t0) −
x1‖) ≤ ε. D’après la proposition 3.6, la multifonction (t, n) 7−→ Cn(t) est semi-continue

inférieurement sur [0, T ] × N̂. D’après le lemme C, il existe donc η > 0 et N ∈ N tel

que

∀n ≥ N, ∀t ∈ [t0, t0 + η] , B(x1, r1) ⊂ intCn(t) .

Comme `(r1, ·) est continue et comme (un(t0))n converge vers u(t0), on peut supposer

que `(r1, ‖un(t0)− x1‖) ≤ ε, ∀n ≥ N . Alors, grâce au théorème 4.2, on trouve5∫
[t0,t0+η]

d|Dun|(t) ≤ `(r1, ‖un(t0)− x1‖) ≤ ε .

D’où

∀n ≥ N , ∀t ∈ [t0, t0 + η] , ‖un(t)− un(t0)‖ ≤ ε .
Il en découle que

∀t ∈ [t0, t0 + η] , ‖u(t)− u(t0)‖ ≤ ε .
Cela prouve que u est continue à droite en t0.

Montrons à présent que u continue à gauche en t ∈ ]0, T ]. Comme le graphe de C

est fermé à gauche,

u−(t0) = lim
t→t0
t<t0

u(t) ∈ C(t0) .

Soit ε > 0. D’après le lemme B, il existe x1 ∈ Rd et r1 > 0 tels queB(x1, r1) ⊂ intC(t0)

et `(r1, ‖u−(t0) − x1‖) ≤ ε/3. Comme la multifonction (t, n) 7−→ Cn(t) est semi-

continue inférieurement sur [0, T ] × N̂, d’après le lemme C il existe η > 0 et N1 ∈ N
tels que

∀n ≥ N1 , ∀t ∈ [t0 − η, t0] , B(x1, r1) ⊂ intCn(t) .

5On utilise ici le fait que un est la solution sur [t0, t0 + η] du processus de rafle par Cn sous la condition
initiale un(t0).
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De plus, il existe t1 ∈ [t0 − η, t0[ et N2 ≥ N1 tels que, pour tout n ≥ N2,

‖u(t1)− u−(t0)‖ < ε/3 ,

‖un(t1)− u(t1)‖ < ε/3 ,

et tels que, en utilisant la continuité de `(r1, ·),

`(r1, ‖un(t1)− x1‖) < ε/3 .

D’après le théorème 4.2, on a∫
[t1,t0]

d|Dun|(t) ≤ `(r1, ‖un(t1)− x1‖) < ε/3 .

Ainsi ‖un(t0)− un(t1)‖ < ε/3. On obtient alors

‖un(t0)− u−(t0)‖ ≤ ‖un(t0)− un(t1)‖+ ‖un(t1)− u(t1)‖+ ‖u(t1)− u−(t0)‖
≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε .

Comme (un(t0))n converge vers u(t0), on trouve

‖u(t0)− u−(t0)‖ ≤ ε .

Lorsque ε ↓ 0, on a u(t0) = u−(t0). Cela prouve la continuité à droite de u en t0.

La fonction u est donc continue sur [0, T ]. Montrons alors que u est (l’unique) solution

de SW(C, a), c’est-à-dire que

− dDu

d|Du| (t) ∈ NC(t)(u(t)) |Du|-p.p.

Comme u est continue sur [0, T ], d’après la proposition A, c’est équivalent à∫
]s,t]

δ∗
(
− dDu

d|Du| (τ), C(τ)
)
d|Du|(τ) +

1

2
(‖u(t)‖2 − ‖u(s)‖2) ≤ 0 .

pour 0 ≤ s < t ≤ T . Comme un est solution de SW(Cn, an), on a∫
]s,t]

δ∗
(
− dDun
d|Dun|

(τ), Cn(τ)
)
d|Dun|(τ) +

1

2
(‖un(t)‖2 − ‖un(s)‖2) ≤ 0 . (4.4.1)

Par la proposition D, la suite (bornée) (−1]s,t]Dun)n converge faiblement vers 1]s,t]Du

dans Mb([0, T ],Rd). Grâce au corollaire 3.4, on obtient

lim inf
n

∫
T

δ∗
( d(−1]s,t]Dun)

d| − 1]s,t]Dun|
(τ), Cn(τ)

)
d| − 1]s,t]Dun|(τ)

≥
∫
T

δ∗
( d(−1]s,t]Du)

d| − 1]s,t]Du|
(τ), C(τ)

)
d| − 1]s,t]Du|(τ) .
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C’est-à-dire,

lim inf
n

∫
]s,t]

δ∗
(
− dDun
d|Dun|

(τ), Cn(τ)
)
d|Dun|(τ)

≥
∫

]s,t]

δ∗
(
− dDu

d|Du| (τ), C(τ)
)
d|Du|(τ) . (4.4.2)

Comme (un)n converge simplement vers u, on a

lim
n

1
2 (‖un(t)‖2 − ‖un(s)‖2) = 1

2 (‖u(t)‖2 − ‖u(s)‖2) . (4.4.3)

Finalement, en regroupant (4.4.1), (4.4.2) et (4.4.3), on obtient∫
]s,t]

δ∗
(
− dDu

d|Du| (τ), C(τ)
)
d|Du|(τ) +

1

2
(‖u(t)‖2 − ‖u(s)‖2) ≤ 0 .

C’est-à-dire, − dDu

d|Du| (t) ∈ NC(t)(u(t)) |Du|-p.p. ¤

Remarque 4.5. Dans [C6], C. Castaing obtient un résultat du même type en supposant

que la suite (Cn)n vérifie l’hypothèse (i) de la proposition 3.6.

5. Stabilité et existence de minimum dans le processus de rafle du second ordre.

On s’intéresse à présent au processus de rafle du second ordre introduit par C. Castaing

dans [C7]. On rappelle tout d’abord un résultat d’existence.

On garde les notations de la section 4.

Définition 5.1. Soit Ω un ouvert non-vide de Rd, C : Ω −→−→ Rd une multifonction semi-

continue inférieurement sur Ω à valeurs convexes fermées non-vides telle que C(x) ⊂
B(0, r1), ∀x ∈ Ω. Soit a ∈ Ω, b ∈ C(a) et T > 0 tel que a + TB(0, r1) ⊂ Ω. Soit

X : [0, T ] −→ Ω une fonction absolument continue et Y : [0, T ] −→ Rd une fonction à

variation bornée. Alors le couple (X,Y ) est une solution du processus de rafle du second

ordre par C sous les conditions initiales (a, b) (SW(C, a, b)) si

(i) X(t) = a+

∫ t

0

Y (τ) dτ, ∀t ∈ [0, T ] ;

(ii) Y (0) = b ;

(iii) Y (t) ∈ C(X(t)), ∀t ∈ [0, T ] ;

(iv) − dDY

d|DY | (t) ∈ NC(X(t))(Y (t)) |DY |-p.p.

Remarque 5.2. Le couple (X,Y ) est une solution du processus de rafle du second ordre

SW(C, a, b) si et seulement si Y est une solution du processus de rafle (du premier

ordre) SW(C(X(·)), b) et (X,Y ) vérifient la condition (i).
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Théorème 5.3. Soit Ω un ouvert non-vide de Rd et C : Ω −→−→ Rd une multifonction

continue pour la distance de Hausdorff à valeurs convexes fermées non-vides telle qu’il

existe x0 ∈ Rd, r0 > 0 et r1 > 0 avec B(x0, r0) ⊂ C(x) ⊂ B(0, r1), ∀x ∈ Ω.

Soit a ∈ Ω, b ∈ C(a) et T > 0 tels que a + TB(0, r1) ⊂ Ω. Alors il existe une

fonction r1-lipschitzienne X : [0, T ] −→ Ω et une fonction continue à variation bornée

Y : [0, T ] −→ Rd telles que (X,Y ) soit solution du processus de rafle du second ordre

SW(C, a, b).

Références. [CDV, Theorem 6.1]. Voir aussi [C7].

On donne à présent notre résultat de stabilité pour le processus de rafle du second

ordre.

Théorème 5.4. Soit Ω un ouvert non-vide de Rd et {C,Cn : n ∈ N} des multifonctions

continues pour la distance de Hausdorff définies sur Ω à valeurs dans les sous-ensembles

convexes fermés non-vides de Rd. On suppose que

(i) pour toute suite (xn)n dans Ω qui converge vers x ∈ Ω, C(x) ⊂ Li
(
Cn(xn)

)
;

(ii) pour tout x ∈ Ω, Ls
(
Cn(x)

)
⊂ C(x) ;

(iii) il existe x0 ∈ Rd, r0 > 0 et r1 > 0 tels que, pour tout n ∈ N, B(x0, r0) ⊂
Cn(x) ⊂B(0, r1), ∀x ∈ Ω.

Pour chaque n ∈ N, soit an ∈ Ω, bn ∈ Cn(an) tels que (an)n converge vers a ∈ Ω et

(bn)n converge vers b ∈ Rd. Soit T > 0 tel que an + TB(0, r1) ⊂ Ω, ∀n ∈ N. Pour

chaque n ∈ N, soit Xn : [0, T ] −→ Ω une fonction r1-lipschitzienne et Yn : [0, T ] −→ Rd

une fonction continue à variation bornée telle que (Xn, Yn) soit solution du processus de

rafle du second ordre SW(Cn, an, bn). Alors il existe une sous-suite (Xnk , Ynk)k, une

fonction r1-lipschitzienne X : [0, T ] −→ Ω et une fonction continue à variation bornée

Y : [0, T ] −→ Rd telles que

(1) la suite (Xnk)k converge uniformément vers X sur [0, T ] ;

(2) la suite (Ynk)k converge simplement vers Y sur [0, T ] ;

(3) le couple (X,Y ) est solution du processus de rafle du second ordre SW(C, a, b).

Preuve. Soit K le sous-ensemble compact de Ω défini par K = {a, an : n ∈ N} +

TB(0, r1). Pour chaque n ∈ N, comme (Xn, Yn) est solution de SW(Cn, an, bn), on a

Yn(t) ∈ C(Xn(t)) ⊂B(0, r1), ∀t ∈ [0, T ]. D’où

Xn(t) = an +

∫ t

0

Yn(τ) dτ ∈ an + tB(0, r1) ⊂ K .

comme la suite (Xn)n est r1-lipschitzienne, elle est équi-continue et par le théorème

d’Ascoli, il existe une sous-suite (Xnk)k qui converge uniformément vers une fonction

r1-lipschitzienne X : [0, T ] −→ Ω. (En fait, X : [0, T ] −→ K et K ⊂ Ω.) Il est facile de

voir que les multifonctions {C(X(·)), Cn(Xnk(·)) : k ∈ N} vérifient les hypothèses du

théorème 4.4. Comme pour chaque k ∈ N, Ynk est solution de SW(Cnk(Xnk(·)), ank),
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le théorème 4.4 permet d’affirmer que la suite (Ynk)k converge simplement vers une fonc-

tion continue à variation bornée Y : [0, T ] −→ Rd qui est solution de SW(C(X(·)), b).

D’après la remarque 5.2, il ne reste plus qu’à montrer que

X(t) = a+

∫ t

0

Y (τ) dτ , ∀t ∈ [0, T ] .

D’après le théorème 4.2, pour tout k ∈ N, on a ‖DYnk‖ ≤ `(r0, ‖bnk − x0‖). Ainsi,

M = supk ‖DYnk‖ < +∞. On a donc pour tout t ∈ [0, T ],

‖Ynk(t)‖ ≤ ‖Ynk(t)− Yn(0)‖+ ‖Ynk(0)‖ ≤
∫

[0,T ]

d|DYnk |+ ‖bnk‖

≤M + sup
k
‖bnk‖ < +∞ .

Comme (Ynk)k converge simplement vers Y , d’après le théorème de Lebesgue, (Ynk)k
converge vers Y dans L1

Rd([0, T ]). Finalement, comme pour tout n ∈ N,

Xn(t) = an +

∫ t

0

Yn(τ) dτ , ∀t ∈ [0, T ] ,

on obtient

X(t) = a+

∫ t

0

Y (τ) dτ , ∀t ∈ [0, T ] ,

ce qui achève la preuve. ¤

On finit cette section en donnant un résultat d’existence d’un minimum dans le pro-

cessus de rafle du second ordre.

Théorème 5.5. Soit Ω un ouvert non-vide de Rd et C : Ω −→−→ Rd une multifonction

continue pour la distance de Hausdorff à valeurs convexes fermées non-vides telle qu’il

existe x0 ∈ Rd, r0 > 0 et r1 > 0 avec B(x0, r0) ⊂ C(x) ⊂ B(0, r1), ∀x ∈ Ω. Soit

a ∈ Ω, b ∈ C(a) et T > 0 tels que a + TB(0, r1) ⊂ Ω. On note S l’ensemble des

paires (X,Y ) de fonctions X : [0, T ] −→ Ω r1-lipschitziennes et Y : [0, T ] −→ Rd

continues à variation bornée solutions du processus de rafle du second ordre par C sous

les conditions initiales (a, b) (SW(C, a, b)).

Soit φ : [0, T ]×B(0, 1)×Ω×Rd −→ [0,+∞] une fonction semi-continue inférieure-

ment telle que φ(t, ·, x, y) soit convexe et positivement 1-homogène surB(0, 1) pour tout

(t, x, y) dans [0, T ]× Ω× Rd. Alors il existe (X̃, Ỹ ) dans S tel que

a := inf
(X,Y )∈S

∫
[0,T ]

φ
(
t,
dDY

d|DY | , X(t), Y (t)
)
d|DY |(t)

=

∫
[0,T ]

φ
(
t,
dDỸ

d|DỸ |
, X̃(t), Ỹ (t)

)
d|DỸ |(t) .
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Preuve. Soit (Xn, Yn)n une suite minimisante, c’est-à-dire, (Xn, Yn) ∈ S pour tout

n ∈ N et

a = lim
n→∞

∫
[0,T ]

φ
(
t,
dDYn
d|DYn|

, Xn(t), Yn(t)
)
d|DYn|(t) .

Comme (Xn)n est équi-lipschitzienne, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer

que (Xn)n converge converge uniformément vers une fonction r1-lipschitzienne X̃ .

On va montrer le fait suivant : (Yn)n est une suite de Cauchy pour la convergence

uniforme.

D’après Moreau ([Mo2]), pour toute fonction à variation bornée continue à droite

ϕ : [0, T ] −→ Rd telle que ϕ(0) = 0, on a

∀t ∈ [0, T ] , 1
2‖ϕ(t)‖2 ≤

∫
[0,t]

〈ϕ,Dϕ〉 .

Alors pour tout entier m et n, on a

∀t ∈ [0, T ] , 1
2‖Yn(t)− Ym(t)‖2 ≤

∫
[0,t]

〈Yn − Ym, DYn −DYm〉 .

Rappelons que par le théorème 4.2, on a supn
∫

[0,T ]
|DYn| < +∞. On pose µn = |DYn|

et µ =
∑∞
n=1 2−n µn

‖µn‖ . Pour tout n ≥ 1, on aµn ¿ µ. Il existe donc une fonction

intégrable gn dans L1
R+([0, T ], µ) telle que |DYn| = gnµ. On a alors

DYn =
dDYn
d|DYn|

|DYn| =
dDYn
d|DYn|

gnµ .

On pose Zn =
dDYn
d|DYn|

gn pour tout n ≥ 1. Comme

− dDYn
d|DYn|

(t) ∈ NC(Xn(t))(Yn(t)) |DYn|-p.p.,

on peut facilement montrer que

−Zn(t) ∈ NC(Xn(t))(Yn(t)) µ-p.p. (∗)

Détails: fixons n ∈ N. Soit Nn un µn-négligeable tel que

∀t ∈ [0, T ] \Nn , −
dDYn

d|DYn|
(t) ∈ NC(Xn(t))(Yn(t)) .

Si µ(Nn) = 0, (∗) est vérifié. Sinon, comme µn = gnµ avec g ∈ L1
R+ ([0, T ], µ) et µn(Nn) = 0, il existe

un µ-négligeable Mn ⊂ Nn tel que gn
∣∣
Nn\Mn = 0. A présent, si t ∈ Nn \Mn, on a

− dDYn

d|DYn|
(t) = 0 ∈ NC(Xn(t))(Yn(t)) .

Ainsi (∗) est encore vérifié.
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Il découle de la définition de Zn que

1
2‖Yn(t)− Ym(t)‖2 ≤

∫
[0,t]

〈Yn − Ym, Zn − Zm〉 dµ . (5.5.1)

Pour tout s ∈ [0, T ], on pose Y mn (s) = projC(Xn(s))(Ym(s)). Alors le second membre

de (5.5.1) peut s’écrire∫
[0,t]

〈Yn(s)− Y mn (s), Zn(s)〉 dµ(s) +

∫
[0,t]

〈Y mn (s)− Ym(s), Zn(s)〉 dµ(s)

+

∫
[0,t]

〈Ym(s)− Yn(s), Zm(s)〉 dµ(s) .

Comme Yn(s) ∈ C(Xn(s)) et −Zn(s) ∈ NC(Xn(s))(Yn(s)), pour µ-presque tout s ∈
[0, T ], on trouve ∫

[0,t]

〈Yn(s)− Y mn (s), Zn(s)〉 dµ(s) ≤ 0 .

De plus on a∫
[0,t]

〈Ym(s)− Yn(s), Zm(s)〉 dµ(s)

≤
∫

[0,t]

δ∗
(
−Zm(s), C(Xn(s))

)
dµ(s) +

∫
[0,t]

〈Ym(s), Zm(s)〉 dµ(s) .

Comme (Xn)n converge uniformément vers X̃ et comme C est continue, (C(Xn))n
converge aussi uniformément vers C(X̃). Alors pour tout ε > 0, il existe m0 dans N∗

tel que m ≥ n ≥ m0 implique

∀s ∈ [0, T ], h
(
C(Xm(s)), C(Xn(s))

)
≤ ε .

(Ici h est la distance de Hausdorff sur Rd.) Il suit que pour tout x′ ∈ Rd et tout s ∈ [0, T ],∣∣δ∗(x′, C(Xm(s))
)
− δ∗

(
x′, C(Xn(s))

)∣∣ ≤ ε‖x′‖ ,
dès que m ≥ n ≥ m0. D’où∫

[0,t]

δ∗
(
−Zm(s), C(Xn(s))

)
dµ(s)

≤
∫

[0,t]

δ∗
(
−Zm(s), C(Xm(s))

)
dµ(s) +

∫
[0,t]

ε‖Zm(s)‖ dµ(s) .

Ainsi, on obtient∫
[0,t]

〈Ym(s)− Yn(s), Zm(s)〉 dµ(s) ≤
∫

[0,t]

δ∗
(
−Zm(s), C(Xm(s))

)
dµ(s)

+ ε

∫
[0,t]

‖Zm(s)‖ dµ(s) +

∫
[0,t]

〈Ym(s), Zm(s)〉 dµ(s) . (5.5.2)
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Comme

Zm(s) ∈ −NC(Xm(s))(Ym(s)) µ-p.p. ,

et comme

sup
n≥1

∫
[0,T ]

|DYn| = sup
n≥1

∫
[0,T ]

‖Zn‖ dµ < +∞ ,

(5.5.2) donne

∫
[0,t]

〈Ym(s)− Yn(s), Zm(s)〉 dµ(s) ≤ ε sup
n≥1

∫
[0,T ]

|DYn| . (5.5.3)

Finalement, on majore le troisième terme du second membre de (5.5.1). On a

∫
[0,t]

〈Y mn (s)− Ym(s), Zn(s)〉 dµ(s)

≤
(

sup
n≥1

∫
[0,T ]

‖Zn‖ dµ
)

sup
s∈[0,T ]

‖Y mn (s)− Ym(s)‖

=

(
sup
n≥1

∫
[0,T ]

|DYn|
)

sup
s∈[0,T ]

d
(
Ym(s)), C(Xn(s))

)
≤
(

sup
n≥1

∫
[0,T ]

|DYn|
)

sup
s∈[0,T ]

h
(
C(Xm(s)), C(Xn(s))

)
≤ ε sup

n≥1

∫
[0,T ]

|DYn|

dès que m ≥ n ≥ m0. En combinant alors la précédente inégalité, (5.5.2) et (5.5.3), on

voit que (Yn)n est une suite de Cauchy. Donc (Yn)n converge uniformément vers une

fonction continue à variation bornée Ỹ avec
∫

[0,T ]
|DỸ | ≤ supn

∫
[0,T ]
|DYn|. D’après le

théorème 5.4, (X̃, Ỹ ) est solution du processus de rafle du second ordre SW(C, a, b).

On peut appliquer à présent le corollaire 3.4 à l’intégrande φ. On trouve

a := lim
n→∞

∫
[0,T ]

φ
(
t,
dDYn
d|DYn|

, Xn(t), Yn(t)
)
d|DYn|(t)

≥
∫

[0,T ]

φ
(
t,
dDỸ

d|DỸ |
, X̃(t), Ỹ (t)

)
d|DỸ |(t) ,

puisque (Xn, Yn)n converge uniformément vers (X̃, Ỹ ) et puisque (DYn)n converge

faiblement vers DY d’après la proposition D. ¤
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6. Appendice : semi-continuité des fonctionnelles intégrales définies sur l’espace
des mesures.

Dans cet appendice, on donne plusieurs résultats concernant la semi-continuité des

fonctionnelles intégrales définies sur l’espace des mesures à variation bornée.

Le théorème suivant est la généralisation aux mesures vectorielles à valeurs dans un

Banach et définies sur un espace polonais d’un résultat de Y. Reshetnyak ([Re, Theo-

rem 2]).

Théorème 6.1. Soit φ : T × B′ −→ [0,+∞] une fonction semi-continue inférieurement

sur T ×B′ telle que pour tout t ∈ T , φ(t, ·) est convexe et positivement 1-homogène sur

B′. Soit (mk)k une suite bornée tendue dans Mb(T,E′) qui converge faiblement vers

m ∈Mb(T,E′). Alors on a

lim inf
k

∫
T

φ
(
t,
dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t) ≥

∫
T

φ
(
t,
dm

d|m| (t)
)
d|m|(t) .

Preuve. Cette preuve suit plusieurs étapes développées par Y. Reshetnyak ([Re], [C5])

dans le cas où T est localement compact et E = Rd avec certaines modifications

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que

a = lim inf
k

∫
T

φ
(
t,
dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t) = lim

k

∫
T

φ
(
t,
dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t) .

Pour chaque k ∈ N, on considère la mesure νk ∈ Mb
+(T × B′,R), image de |mk| par

l’application t 7−→
(
t, dmkd|mk| (t)

)
, T −→ T ×B′. On a ([DM, III(73)]),

νk =

∫
T

δt ⊗ δ( dmk
d|mk|

(t)
) d|mk|(t) ,

où δx est la mesure de Dirac en x. Comme (mk)k est bornée et comme ‖νk‖ =∫
d|mk| = ‖mk‖, la suite (νk)k est aussi bornée. De plus, comme la suite (mk)k

est tendue, pour tout ε > 0, il existe un compact K de T tel que supk |mk|(T \K) ≤ ε.
On a

νk([T ×B′] \ [K ×B′]) = νk([T \K]×B′) = |mk|(T \K) .

Et donc supk νk([T × B′] \ [K × B′]) ≤ ε. Comme K × B′ est compact, cela montre

que (νk)k est tendue. Alors, d’après le théorème de Prokhorov (Théorème 2.1), (νk)k est

relativement faiblement compacte dans l’espace Mb
+(T ×B′,R) des mesures de Radon

positives définies sur T × B′ ; observons que Mb
+(T × B′,R) muni de la topologie

faible est un espace polonais – voir [Bk2, Proposition 5.10]. Ainsi, il existe une sous-

suite (νkp)p de (νn)n et une mesure ν ∈ Mb
+(T × B′,R) telles que (νkp)p converge

faiblement vers ν. Comme φ est positive et semi-continue inférieurement sur T × B′,
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l’application τ 7−→
∫
φdτ définie sur Mb

+(T × B′,R) est faiblement semi-continue

inférieurement ([DM, Théorème III.55]). On trouve alors

a = lim
k

∫
T

φ
(
t,
dmk

d|mk|
(t)
)
d|mk|(t) = lim

p

∫
T×B′

φ(t, x) dνkp(t, x)

≥
∫
T×B′

φ(t, x) dν(t, x) . (6.1.1)

Soit µ la projection de ν sur T définie par

µ =

∫
T×B′

δt dν(t, x) .

Grâce à un résultat de désintégration des mesures (voir [V1, théorème 9], [V2, théorè-

me 2], [C1], [SP], [CV], [IT]), il existe une fonction µ-mesurable λ : t 7−→ λt de T dans

l’espace M1
+(B′) des probabilités de Radon sur B′ muni de la topologie faible, telle

que

ν =

∫
T

δt ⊗ λt dµ(t) .

En reprenant (6.1.1), on trouve

a ≥
∫
T×B′

φ(t, x) dν(t, x) =

∫
T

∫
B′
φ(t, x) dλt(x) dµ(t) . (6.1.2)

Soit à présent b(λt) ∈ B′ le barycentre de λt défini par

b(λt) =

∫
B′
x dλt(x) .

Comme b(λ) : T −→ B′, t 7−→ b(λt) est mesurable et comme pour chaque t ∈ T ,

l’application φ(t, ·) est convexe et semi-continue inférieurement sur B′, on a∫
B′
φ(t, x) dλt(x) ≥ φ(t, b(λt)) , ∀t ∈ T .

Il découle alors de (6.1.2) que

a ≥
∫
T

φ(t, b(λt)) dµ(t) . (6.1.3)

Montrons à présent que m = b(λ)µ. Soit f ∈ Cb(T,E). Pour chaque k ∈ N, on a∫
T

f(t) dmk(t) =

∫
T

〈f(t),
dmk

d|mk|
(t)〉 d|mk|(t) =

∫
T×B′

〈f(t), x〉 dνk(t, x) .

D’un autre coté, comme (mkp)p converge faiblement vers m, on a∫
T

f(t) dm(t) = lim
p

∫
T

f(t) dmkp(t) .
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De plus, comme 〈f(·), ·〉 ∈ Cb(T ×B′,R) et comme la suite (νkp)p converge faiblement

vers ν, on a ∫
T×B′

〈f(t), x〉 dν(t, x) = lim
p

∫
T×B′

〈f(t), x〉 dνkp(t, x) .

En regroupant les trois inégalités précédentes, on trouve∫
T

f(t) dm(t) =

∫
T×B′

〈f(t), x〉 dν(t, x) =

∫
T

∫
B′
〈f(t), x〉 dλt(x) dµ(t)

=

∫
T

〈f(t),

∫
B′
x dλt(x)〉 dµ(t) =

∫
T

〈f(t), b(λt)〉 dµ(t)

=

∫
T

f(t) d(b(λ)µ)(t) .

Cela prouve que m = b(λ)µ et donc que
dm

dµ
= b(λ). On déduit alors de (6.1.3) que

a ≥
∫
T

φ(t, b(λt)) dµ(t) =

∫
T

φ
(
t,
dm

dµ
(t)
)
dµ(t) . (6.1.4)

Soit |b(λ)| : T −→ [0, 1], t 7−→ ‖b(λt)‖. Comme µ est une mesure positive sur T , on a

d|m| = |b(λ)| dµ et donc

dm =
dm

d|m|
d|m|
dµ

dµ =
dm

d|m| |b(λ)| dµ .

On obtient pour presque tout t ∈ T ,

φ
(
t,
dm

dµ
(t)
)

= φ
(
t, ‖b(λt)‖

dm

d|m| (t)
)

= ‖b(λt)‖φ
(
t,
dm

d|m| (t)
)
.

Finalement, en utilisant (6.1.4), on trouve

a ≥
∫
T

φ
(
t,
dm

dµ
(t)
)
dµ(t) =

∫
T

φ
(
t,
dm

d|m| (t)
)
‖b(λt)‖ dµ(t)

=

∫
T

φ
(
t,
dm

d|m| (t)
)
d(|b(λ)|µ)(t) =

∫
T

φ
(
t,
dm

d|m| (t)
)
d|m|(t) .

Ce qui donne le résultat. ¤

Remarques 6.2. 1. Le théorème de Reshetnyak montre que les fonctionnelles

Iφ : Mb(T,E′) −→ R+ , m 7−→
∫
T

φ
(
t,
dm

d|m| (t)
)
d|m|(t)

sont séquentiellement semi-continues inférieurement sur les sous-ensembles bornés ten-

dus de Mb(T,E′).
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2. Lorsque T est un espace topologique localement compact (non nécessairement

métrisable), C. Castaing a montré dans [C5] le même résultat sans hypothèse de tension

sur la suite de mesures.

3. On peut trouver une preuve très différente du théorème de Reshetnyak (avec E =

Rn et T ⊂ Rm) dans le livre de Buttazzo ([Bu, Theorem 3.4.3]).

On donne maintenant un résultat concernant les fonctionnelles intégrales définies sur

l’espace des mesure à variation bornée, associées à une multifonction semi-continues

inférieurement à droite. Ce résultat est inspiré des travaux de C. Castaing ([C6]), R. Ro-

ckafellar ([Ro2]) et M. Valadier ([V3]).

Soit T > 0. On considère sur [0, T ] la topologie naturelle τ et la topologie droite τd.

(Voir Kelley [Ke]). On a τ ⊂ τd. De plus, il est connu que ([0, T ], τd) est un espace

topologique paracompact ([Ke, p. 172]).

Soit BRC([0, T ], E) l’espace des fonctions bornées continues à droite (i.e., continue

sur [0, T ] muni de la topologie droite τd) de [0, T ] dans E. Notons que BRC([0, T ], E)

est un sous-espace de L∞E ([0, T ]). Ainsi l’intégrale de u ∈ BRC([0, T ], E) par rapport à

m ∈Mb([0, T ], E′) est définie par∫
u d|m| =

∫
[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t) .

On munit l’espace BRC([0, T ], E) de la topologie faible induite par la dualité (séparée)

avec Mb([0, T ], E′).

Une multifonction Γ: [0, T ] −→−→ E à valeurs convexes compactes non-vides est dite

bornée si
⋃
t∈[0,T ] Γ(t) est borné dans E.

On note SBRC
Γ l’ensemble des sélections de Γ continues à droite et par S∞Γ (|m|)

l’ensemble des sélections de Γ dans L∞E ([0, T ], |m|).

Le cône normal à SBRC
Γ en u ∈ BRC([0, T ], E) par rapport à la dualité avecMb([0, T ],

E′) est défini par

NSBRC
Γ

(u) :=
{
m ∈Mb([0, T ], E′) : 〈u,m〉 = δ∗(m,SBRC

Γ )
}
,

où δ∗(·,SBRC
Γ ) représente la fonction support de SBRC

Γ par rapport à la dualité avec

Mb([0, T ], E′).

Théorème 6.3. Soit Γ: [0, T ] −→−→ E une multifonction bornée semi-continue inférieure-

ment à droite sur [0, T ] à valeurs convexes compactes non-vides.

Alors SBRC
Γ est un convexe faiblement compact non-vide de BRC([0, T ], E) et la

fonction support de SBRC
Γ est donnée par la formule

δ∗(m,SBRC
Γ ) =

∫
[0,T ]

δ∗
( dm
d|m| (t),Γ(t)

)
d|m|(t)

pour tout m ∈Mb([0, T ], E′).



        

6. APPENDICE : SEMI-CONTINUITÉ DES FONCTIONNELLES INTÉGRALES 45

De plus, le cône normal à SBRC
Γ en u ∈ BRC([0, T ], E) est donné par

NSBRC
Γ

(u) =

{
m ∈Mb([0, T ], E′) :

dm

d|m| (t) ∈ NΓ(t)(u(t)) |m|-p.p.

}
où NΓ(t)(u(t)) est le cône normal à Γ(t) au point u(t).

Preuve. La non-vacuité de SBRC
Γ provient du théorème de sélection de Michael ([Mi]):

comme ([0, T ], τd) est un espace topologique paracompact, et comme la multifonction

Γ: ([0, T ], τd) −→−→ E est semi-continue inférieurement et bornée, il existe une sélection

bornée et τd-continue u de Γ.

La convexité de Γ(t) implique celle de SBRC
Γ . Montrons que SBRC

Γ est fermé pour

la topologie faible : soit (uα)α une suite généralisée dans SBRC
Γ qui converge vers un

u ∈ BRC([0, T ], E). Pour tout x′ ∈ E′ et t ∈ [0, T ], x′δt est dans Mb([0, T ], E′). On a

donc

〈uα(t), x′〉 = 〈uα, x′δt〉 −→
α
〈u, x′δt〉 = 〈u(t), x〉 .

Cela veut dire que (uα(t)) converge faiblement vers u(t). Comme Γ(t) est fermé, u(t) ∈
Γ(t). Donc u ∈ SBRC

Γ .

Soit ψ : [0, T ]τd × E −→ [0,+∞] et φ : [0, T ]τd × E′ −→ ]−∞,+∞] les deux

fonctions semi-continues inférieurement définies par

ψ(t, x) = δ (x,Γ(t)) , ∀(t, x) ∈ [0, T ]× E ,

c’est-à-dire la fonction indicatrice de Γ(t) et x et

φ(t, x′) = δ∗ (x′,Γ(t)) , ∀(t, x′) ∈ [0, T ]× E′ ,

c’est-à-dire la fonction support de Γ(t) en x′.

Soit m quelconque dans Mb([0, T ], E′). Soit Iψ : L∞E ([0, T ], |m|) −→ ]−∞,+∞] et

Iφ : L1
E′([0, T ], |m|) −→ ]−∞,+∞] les fonctionnelles intégrales associées à ψ et φ.

A l’aide d’un résultat standard de dualité ([CV, Corollary VII.15]), on trouve pour

tout v ∈ L1
E′([0, T ], |m|),

Iφ(v) = (Iψ)
∗

(v) = sup {〈v, u〉 − Iψ(u) : u ∈ L∞E ([0, T ], |m|)} .

Comme dm
d|m| ∈ L1

E′([0, T ], |m|), on obtient

∫
[0,T ]

δ∗
( dm
d|m| (t),Γ(t)

)
d|m|(t) = sup

{∫
[0,T ]

〈u, dm
d|m| (t)〉 d|m|(t) : u ∈ S∞Γ (|m|)

}

≥ sup

{∫
[0,T ]

〈u, dm
d|m| (t)〉 d|m|(t) : u ∈ SBRC

Γ

}
= δ∗

(
m,SBRC

Γ

)
.
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Il reste à montrer l’inégalité inverse. Pour cela, soit u ∈ S∞Γ (|m|) et α ∈ R tel que

α <

∫
[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t) . (6.3.1)

Il suffit de montrer qu’il existe un u dans SBRC
Γ tel que

α <

∫
[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t) .

Soit β > 0 suffisamment grand pour que ‖u‖∞ < β et soit ε > 0 vérifiant

α <

∫
[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t)− 2βε . (6.3.2)

D’après le théorème de Lusin, il existe un ensemble K τ -compact (et donc τd-fermé) tel

que |m|([0, T ] \ K) < ε et tel que u soit τ -continue (et donc τd-continue) sur K. On

considère alors la multifonction Λ: [0, T ] −→−→ E définie pour tout t ∈ [0, T ] par

Λ(t) =

{
u(t), si t ∈ K,

Γ(t) ∩B(0, β), sinon.

Il est clair que Λ est à valeurs convexes non-vides. Montrons que cl Λ est τd-semi-

continue inférieurement. (Ici, cl Λ(t) = cl(Λ(t)).) Soit U un ouvert de E. On a

cl Λ−(U) = {t ∈ [0, T ] : cl Λ(t) ∩ U 6= ∅}
= {t ∈ [0, T ] : Λ(t) ∩ U 6= ∅}
= {t ∈ [0, T ] : Γ(t) ∩ (U ∩B(0, β)) 6= ∅} \ {t ∈ K : u(t) /∈ U} .

Comme U est ouvert, grâce à la τd-semi-continuité inférieure de Γ et à la τd-continuité

de u, l’ensemble cl Λ−(U) est ouvert dans [0, T ]τd . Cela prouve la τd-semi-continuité

inférieure de cl Λ.

Ainsi, par le théorème de Michael ([Mi]), il existe une sélection τd-continue u de cl Λ.

Comme u est forcément bornée, u ∈ SBRC
Γ . Puisque u = u sur K, en utilisant (6.3.1) et

(6.3.2), on trouve∫
[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t) =

∫
[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t)

+

∫
[0,T ]\K

〈u(t)− u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t)

≥
∫

[0,T ]

〈u(t),
dm

d|m| (t)〉 d|m|(t)− 2β |m|([0, T ] \K)

> α .
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Cela prouve la première partie du théorème.

Soit u ∈ SBRC
Γ . D’après la première partie de la preuve, on a

NSBRC
Γ

(u) =
{
m ∈Mb([0, T ], E′) : 〈u,m〉 = δ∗

(
m,SBRC

Γ

)}
=

{
m ∈Mb([0, T ], E′) :∫

[0,T ]

[
δ∗
( dm
d|m| (t),Γ(t)

)
− 〈u(t),

dm

d|m| (t)〉
]
d|m|(t) = 0

}
=

{
m ∈Mb([0, T ], E′) : δ∗

( dm
d|m| (t),Γ(t)

)
− 〈u(t),

dm

d|m| (t)〉 = 0 |m|-p.p.

}
=

{
m ∈Mb([0, T ], E′) :

dm

d|m| (t) ∈ ∂
[
δ
(
·,Γ(t)

)]
(u(t)) |m|-p.p.

}
,

où ∂
[
δ
(
·,Γ(t)

)]
(u(t)) est le sous-différentiel de δ

(
·,Γ(t)

)
en u(t). Comme ce sous-

différentiel est en fait le cône normal à Γ(t) en u(t) ([Ro1]), cela prouve la seconde

partie du théorème. ¤

7. Appendice : produit de mesures.

Dans cet appendice, on prouve deux lemmes qu’on a utilisés dans la section 3. Ces

résultats sont classiques pour les mesures réelles définies sur un espace topologique

localement compact. (Voir [Bk, Chap. III, §4], [Di2].) Par précaution, on donne ici les

preuves complètes de ces résultats pour des mesures vectorielles définies sur un espace

polonais.

Lemme 7.1. Soit S un espace polonais. Soit m ∈ Mb(T,E′) et λ ∈ Mb(S,R). Alors

il existe une mesure unique m⊗ λ dans Mb(T × S,E′) telle que

m⊗ λ(A×B) = m(A)λ(B) , ∀(A,B) ∈ B(T )× B(S) .

De plus, on a

|m⊗ λ| = |m| ⊗ |λ|

et
d(m⊗ λ)

d|m⊗ λ| =
dm

d|m| ⊗
dλ

d|λ| , |m⊗ λ|-p.p. ,

c’est-à-dire, pour |m⊗ λ|-presque tout (t, s) ∈ T × S,

d(m⊗ λ)

d|m⊗ λ| (t, s) =
dm

d|m| (t)
dλ

d|λ| (s) .
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Preuve. D’après la régularité de la mesure bornée |m|, il existe une suite (Kp)p de

compacts de T et un |m|-négligeable N dans T tels que {N,Kp : p ∈ N} soit une

partition borélienne de T . D’après la régularité de la mesure bornée |λ|, il existe une

suite (Lq)q de compacts de S et une |λ|-négligeable M dans S tel que {M,Lq : q ∈ N}
soit une partition borélienne de S.

Pour chaque (n, q) ∈ N × N, on considère les mesures mp ∈ Mb(T,E′) et λq ∈
Mb(S,R) à support compact supp(mp) = Kp, supp(λq) = Lq définies par

mp(A) = m(A ∩Kp) , ∀A ∈ B(T ) ,

λq(B) = λ(B ∩ Lq) , ∀B ∈ B(S) .

On a m =
∑
p
mp, |m| =

∑
p
|mp| et λ =

∑
q
λq, |λ| =

∑
q
|λq|. Par [Di2, §22], il existe6

une mesure νqp = mp ⊗ λq dans Mb(T × S,E′) telle que

(1) νqp(A×B) = mp(A)λq(B), ∀(A,B) ∈ B(T )× B(S) ;

(2) |νqp | = |mp| ⊗ |λq| ;

(3) supp(νqp) = supp(mp)× supp(λq) = Kp × Lq.
Pour tout C ∈ B(T )⊗ B(S) = B(T × S), comme

‖νqp(C)‖ = ‖mp ⊗ λq(C)‖ ≤ |mp ⊗ λq|(C) = |mp ⊗ λq|(C ∩ [Kp × Lq])
≤ |mp|(Kp) |λq|(Lq) ,

la série
∑
p,q
νqp(C) est absolument convergente. On pose alors

ν(C) =
∑
p,q

νqp(C) =
∑
p,q

mp ⊗ λq(C) .

Par l’absolue convergence, ν est une mesure sur T × S. De plus, puisque pour (p, q) 6=
(p′, q′), supp(mp ⊗ λq) ∩ supp(mp′ ⊗ λq′) = ∅, on a

|ν|(C) =
∣∣∑
p,q

mp ⊗ λq
∣∣(C) =

∑
p,q

|mp ⊗ λq|(C)

=
∑
p,q

|mp| ⊗ |λq|(C) =
(∑
p

|mp|
)
⊗
(∑
q

|λq|
)
(C)

= |m| ⊗ |λ|(C) .

On en déduit que ν est une mesure bornée sur T ×S puisque |ν|⊗ |λ| ∈ Mb(T ×S,R).

C’est-à-dire ν ∈Mb(T ×S,E′). On pose m⊗λ = ν. Finalement, l’unicité de ν provient

de [Di1, §8].

6En fait, on considère la restriction m̃p (resp. λ̃q) de la mesure mp (resp. λq) au compact Kp (resp. Lq).
Alors, par [Di2, §22], il existe une mesure ν̃qp = m̃p ⊗ λ̃q dans M(Kp × Lq , E′) produit de m̃p avec λ̃q .
On étend alors ν̃qp en une mesure νqp de Mb(T × S,E′) en posant νqp(C) = ν̃qp(C ∩ [Kp × Lq ]) pour tout
C ∈ B(S)⊗ B(T ).



      

7. APPENDICE : PRODUIT DE MESURES 49

Montrons maintenant que |m⊗ λ|-presque partout,

d(m⊗ λ)

d|m⊗ λ| =
dm

d|m| ⊗
dλ

d|λ| . (7.1.1)

Soit (A,B) ∈ B(T )× B(S). On a

m⊗ λ(A×B) = m(A)λ(B) =

∫
A

dm

d|m| (t) d|m|(t)
∫
B

dλ

d|λ| (s) d|λ|(s)

=

∫
A×B

dm

d|m| (t)
dλ

d|λ| (s) d|m|(t) d|λ|(s)

=

∫
A×B

dm

d|m| ⊗
dλ

d|λ| (t, s) d|m⊗ λ|(t, s) .

Comme B(T × S) est engendré par les ensembles de la forme A × B, cela prouve

(7.1.1). ¤

Remarque 7.2. Comme remarqué par M. Valadier, on peut aussi montrer ce lemme en

utilisant la mesure ν ∈Mb(T × S,E′) définie par

ν(C) =

∫
C

dm

d|m| ⊗
dλ

d|λ| (t, s) d(|m| ⊗ |λ|)(t, s) , ∀C ∈ B(T × S) .

Lemme 7.3. Soit S un espace polonais. Alors l’application produit Π: Mb(T,E′) ×
Mb(S,R) −→ Mb(T × S,E′), (m,λ) 7−→ m ⊗ λ est continue sur les sous-ensembles

H × K de Mb(T,E′) × Mb(S,R) où H est un sous-ensemble borné et tendu de

Mb(T,E′) et K est un sous-ensemble borné et tendu deMb(S,R). De plus, Π(H×K)

est borné et tendu dans Mb(T × S,E′).

Preuve. Remarquons d’abord que Π est continue sur Mb(T,E′) ×Mb(S,R) lorsque

Mb(T × S,E′) est muni de la topologie τ de la convergence simple sur Cb(T,E) ⊗
Cb(S,R). Cela provient de l’égalité

〈 k∑
i=1

fi ⊗ gi,m⊗ λ
〉

=

k∑
i=1

〈fi,m〉〈gi, λ〉 ,

pour tout élément
∑k
i=1 fi ⊗ gi de Cb(T,E)⊗ Cb(S,R) et tout (m,λ) ∈ Mb(T,E′)×

Mb(S,R). La topologie τ est séparée et plus faible que la topologie faible surMb(T ×
S,E′). D’après le théorème de Prokhorov (Théorème 2.1) un sous-ensemble borné tendu

de Mb(T × S,E′) est relativement faiblement compact. La topologie τ coı̈ncide donc

avec la topologie faible sur les sous-ensembles bornés tendus deMb(T ×S,E′). Il suffit

donc de montrer que Π(H × K) est borné et tendu dans Mb(T × S,E′). D’après le

lemme 7.1, pour tout (m,λ) ∈Mb(T,E′)×Mb(S,R), on a

‖m⊗ λ‖ = |m⊗ λ|(T × S) = |m| ⊗ |λ|(T × S)

= |m|(T ) |m|(S) = ‖m‖ ‖λ‖ .
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Donc Π(H×K) est borné. Montrons qu’il est aussi tendu. Soit a = sup{‖m‖ : m ∈ H}
et b = sup{‖λ‖ : λ ∈ K}. Comme H et K est tendu, pour tout ε > 0, il existe un

compact Kε de T et un compact Lε de S tels que

|m|(T \Kε) ≤
ε

2b
, ∀m ∈ H ,

|λ|(S \ Lε) ≤
ε

2a
, ∀λ ∈ K .

Ainsi, on a pour tout (m,λ) ∈ H ×K,

|m⊗ λ|([T × S] \ [Kε × Lε]) ≤ |m| ⊗ |λ|([T × (S \ Lε)] ∪ [(T \Kε)× S])

≤ |m|(T ) |λ|(S \ Lε) + |m|(T \Kε) |λ|(S)

≤ a ε
2a

+
ε

2b
b

≤ ε .

Cela prouve que Π(H×K) est tendu. ¤



         

CHAPITRE III

SEMI-CONTINUITÉ, APPROXIMATION ET CONVERGENCE

DES APPLICATIONS VECTORIELLES

1. Introduction.

Il est classiquement connu que si ψ est une application semi-continue inférieurement

d’un espace métrique (X, d) dans [0,+∞], alors il existe une suite (ψk)k d’applications

lipschitziennes croissant vers ψ donnée par la formule

∀x ∈ X, ψk(x) = inf
y∈X
{ψ(y) + kd(x, y)} .

Cette approximation est très utile pour traiter des problèmes de semi-continuité inférieure

([Bu]), de représentation intégrale ([Bu], [C4]) et d’épi-convergence ([A], [AW1], [AW2],

[CE], [H]) — voir aussi la preuve du théorème I.5.7. Récemment, A. Gavioli a établi un

résultat d’approximation lipschitzienne pour les multifonctions semi-continues supérieu-

rement ([Ga]).

Notre but est de trouver une approximation du même type (i.e., donnée par une for-

mule) pour les applications à valeurs dans un treillis de Banach. Pour cela, on rappelle

d’abord quelques résultats de convergence dans un treillis de Banach (3ème section),

et on introduit une nouvelle notion de semi-continuité inférieure pour les applications

vectorielles (4ème section). Dans la 5ème section, on donne un résultat d’approximation

lipschitzienne pour les applications à valeurs dans un treillis de Banach. Dans la 6ème sec-

tion, on introduit une notion de convergence pour les applications vectorielles généralisant

la notion d’épi-convergence des fonctions à valeurs réelles (voir [A]) et on relie cette

convergence avec la convergence des approximations.

2. Notations.

Soit E un treillis de Banach complet pour l’ordre7 (voir le livre de Peressini [P]

ou celui de Schaefer [Sc, Chapter II]) : E est un espace de Banach de norme ‖ · ‖,

7Dans toute la suite, on pourra considérer que E est l’espace Lp([0, 1] , λ) avec 1 < p < +∞, muni de
l’ordre naturel.
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partiellement ordonné dans lequel toute partie non vide majorée (resp. minorée) admet

une borne supérieure (resp. inférieure). De plus, E doit vérifier la propriété (∗) ci-après.

On note ≤ l’ordre sur E. On note E+ = {e ∈ E : e ≥ 0} le cône positif de

E et E1
+ = {e ∈ E+ : ‖e‖ ≤ 1}. La valeur absolue |e| de e ∈ E est définie par

|e| = sup{e,−e}. Les points de E vérifient la propriété suivante :

∀e, f ∈ E, |e| ≤ |f | =⇒ ‖e‖ ≤ ‖f‖ . (∗)

On dit qu’un sous-ensemble C de E est ordre-convexe si

∀x, y ∈ C, ∀z ∈ E, x ≤ z ≤ y =⇒ z ∈ C .

Remarquons que E+ est un cône fermé normal i.e., tout point de E admet une base de

voisinages ordre-convexes ([P, Propositions II.4.7 & II.4.13] ou [Sc, Proposition II.5.2]).

On ajoute à E un plus grand élément +∞ et un plus petit élément −∞. On note

E = E ∪ {−∞,+∞}, E• = E ∪ {+∞} et E•+ = E+ ∪ {+∞}. On étend les opérations

de E àE en posant
(+∞) + e = +∞, ∀e ∈E
(−∞) + e = −∞, ∀e ∈ E ∪ {−∞}
0e = 0, ∀e ∈E
tω = ω, (−t)ω = −ω, ∀ω ∈ {−∞,+∞}, t ∈ R∗+ .

Soit A un sous-ensemble non vide de E. On a supA = +∞ si +∞ est le plus

petit élément de E qui majore A. On définit aussi tsupA (suprémum topologique) par

tsupA = supA si supA ∈ E et tsupA = +∞ si pour tout e ∈ E et tout voisinage V de

0 dans E, il existe a ∈ A tel que a ∈ e+ V + E•+. On a bien sûr (voir lemme 3.9) que

tsupA = +∞ implique que supA = +∞. La réciproque est en général fausse, i.e., le

suprémum de A peut être égal à +∞ sans que tsupA existe. Cette notion est plus faible

que celle d’isosup de [BPT].

Dans toute la suite, (X, d) désigne un espace métrique. On note B(x, r) (resp. B(e, r))

la boule ouverte de X (resp. E) de centre x ∈ X (resp. e ∈ E) et de rayon r.

3. Résultats de convergence. Rappels.

On rappelle quelques notions et résultats de convergence dans le treillis de Banach

complet E.

Lemme 3.1. ([Sc, Lemma II.5.8]) Soit (en)n une suite croissante dans E qui converge

en norme vers e. Alors e = supn en.
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Lemme 3.2. ([Sc, Lemma II.5.8 & Theorem II.5.11]) Supposons que E est réflexif. Soit

(en)n une suite croissante bornée en norme dans E. Alors elle converge en norme vers

e = supn en.

Définition 3.3. ([Sc, Definition II.5.12 & Theorem II.5.10]) On dit que E possède une

norme ordre-continue si toute suite dans E décroissant vers 0 converge en norme vers

0. En particulier, si E est réflexif, E possède une norme ordre-continue.

Lemme 3.4. Supposons que E possède une norme ordre-continue. Soit (en)n une suite

croissante et majorée dans E. Alors elle converge en norme vers e = supn en.

On introduit une notion de limite inférieure (resp. supérieure) dansE :

Définition 3.5. Soit (en)n une suite dansE. On définit la limite inférieure et supérieure

de la suite (en)n par :

lim
n

en = sup
n

inf
k≥n

ek , lim
n
en = inf

n
sup
k≥n

ek .

Lorsque E possède une norme ordre-continue, on a

lim
n

en ∈ E =⇒ lim
n

en = lim
n

inf
k≥n

ek ,

lim
n
en ∈ E =⇒ lim

n
en = lim

n
sup
k≥n

ek .

Définition 3.6. ([P, Definitions I.5.1 & I.5.3]) Une suite (en)n dans E converge pour

l’ordre vers e si e = limn en = limn en. Elle ∗-converge pour l’ordre vers e si toute

sous-suite de (en)n admet une suite extraite qui converge pour l’ordre vers e.

Proposition 3.7. Soit (en)n une suite dans E et e ∈ E.

a) Si (en)n converge en norme vers e ∈ E, elle ∗-converge pour l’ordre vers e.

b) Réciproquement, si E possède une norme ordre-continue et si (en)n ∗-converge

pour l’ordre vers e alors elle converge en norme vers e.

Preuve. Je n’ai pas réussi à trouver dans la littérature (en particulier dans [Sc] et [P])

ce résultat énoncé tel quel. J’en donne donc ici une démonstration rapide. La première

partie est extraite de [P, Proposition IV.2.4].

Il est clair que l’on peut supposer e = 0. Soit alors (en)n une suite de E convergeant

en norme vers 0 et (fn)n une sous-suite de (en)n. Comme l’application e 7−→ |e| est

continue, la suite (|fn|)n converge aussi en norme vers 0. Il existe donc une sous-suite

(|fnk |)k de (|fn|)n telle que pour tout k ∈ N, k|fnk | ∈ B(0, 2−k). On a alors pour tout

m, p ∈ N,
m+p∑
k=m+1

k|fnk | ∈ B(0, 2−m) .
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La suite (gm)m = (
∑m
k=1 k|fnk |)m est donc une suite de Cauchy dans E. Il existe alors

g ∈ E+ tel que (gm)m converge vers g en norme. D’après le lemme 3.1, g = supm gm
et par conséquent, pour tout k ∈ N on a |fnk | ≤ 1

kg. En particulier

∀k ∈ N , 1

k
g ≥ fnk ≥ −

1

k
g .

D’où

0 = lim
k

(
1

k
g

)
≥ lim

k
fnk ≥ lim

k

fnk ≥ lim
k

(
−1

k

)
g = 0 .

Ce qui prouve que (fnk)k converge pour l’ordre vers 0 et par suite, la suite (en)n
∗-converge pour l’ordre vers 0.

Réciproquement, soit (en)n une suite qui ∗-converge pour l’ordre vers 0. Il suffit de

montrer que de toute sous-suite de (en)n on peut extraire une sous-suite qui converge

en norme vers 0. Soit donc (fn)n une sous-suite de (en)n. Il existe une suite extraite

(fnp)p qui converge pour l’ordre vers 0. Soit V un voisinage de 0 et Ṽ un voisinage

ordre-convexe de 0 inclus dans V . Comme E possède une norme ordre-continue, il existe

p ∈ N assez grand tel que

inf
k≥p

fnk ∈ Ṽ , sup
k≥p

fnk ∈ Ṽ .

De plus, pour tout k ≥ p, on a

inf
k≥p

fnk ≤ fnk ≤ sup
k≥p

fnk .

Comme Ṽ est ordre convexe, on en déduit que pour tout k ≥ p, fnk ∈ Ṽ . Ce qui prouve

que la suite (fnp)
p

converge vers 0 en norme. ¤

Remarque 3.8. Si E+ est d’intérieur non vide, la convergence pour l’ordre est équivalente

à la convergence en norme dans E. En particulier, E possède une norme ordre-continue.

Lemme 3.9. Soit A un sous-ensemble de E. Alors tsupA = +∞ implique que supA =

+∞.

Preuve. Soit e ∈ E. Pour tout n ∈ N, il existe an ∈ A tel que an ∈ e+B(0, 1/n)+E•+. Il

existe donc en ∈ B(0, 1/n) tel que supA ≥ an ≥ e+en. Comme la suite (en)n converge

vers 0 en norme et comme le cône E+ est fermé, on a supA ≥ limn(e+en) = e. Comme

e est quelconque dans E, on en déduit le résultat. ¤

Lemme 3.10. On suppose que E possède une norme ordre-continue. Soit (en)n et (hn)n

deux suites deE. On a

lim
n

(en + hn) ≤ lim
n

en + lim
n
hn .
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Preuve. On peut supposer que toutes les limites sont dans E. Soit n ∈ N. Pour tout

k ≥ n, on a ek + hk ≤ ek + supj≥n hj . Il en découle que

inf
k≥n

(ek + hk) ≤ inf
k≥n

(ek + sup
j≥n

hj) = inf
k≥n

ek + sup
k≥n

hk ,

et donc

lim
n

inf
k≥n

(ek + hk) ≤ lim
n

inf
k≥n

ek + lim
n

sup
k≥n

hk .

C’est à dire

lim
n

(en + hn) ≤ lim
n

en + lim
n
hn .

Ce qui finit la preuve. ¤

4. Inf-continuité.

On introduit une nouvelle notion de semi-continuité inférieure pour les applications

de X dans E•. Par commodité, pour toute application ψ : X −→ E• et tout U ⊂ X , on

note infψ(U) = inf{ψ(x) : x ∈ U}.

Définition 4.1. Soit ψ : X −→ E• une application. On dit que ψ est propre s’il existe

x ∈ X tel que ψ(x) ∈ E. On définit le domaine (effectif ) de ψ par dom(ψ) = {x ∈ X :

ψ(x) ∈ E}.
On dit que ψ est inf-continue en x ∈ X si pour tout voisinage V de 0 dans E et pour

tout e ∈ E avec e ≤ ψ(x), il existe un voisinage U de x tel que infψ(U) ∈ e+V +E•+.

On dit que ψ est inf-continue (sur X) si elle est inf-continue en tout point de X .

Exemple 4.2. Soit φ : X −→ R• une application semi-continue inférieurement et e ∈
E•+. Alors l’application ψ : X −→ E, x 7−→ φ(x)e est inf-continue.

Proposition 4.3. Soit ψ : X −→ E• une application et x ∈ dom(ψ). Alors ψ est inf-

continue en x si et seulement si pour tout voisinage V de 0 dans E, il existe un voisinage

U de x tel que infψ(U) ∈ ψ(x) + V .

Preuve. Supposons que ψ est inf-continue en x. Soit V un voisinage de 0 dans E.

Comme E+ est normal, il existe une voisinage ordre-convexe Ṽ de 0 inclus dans V . Il

existe alors un voisinage U de x tel que infψ(U) ∈ ψ(x)+ Ṽ +E•+. Il existe donc v ∈ Ṽ
tel que infψ(U) ≥ ψ(x) + v. D’autre part on a infψ(U) ≤ ψ(x) et ψ(x) ∈ ψ(x) + Ṽ .

Comme Ṽ est ordre-convexe, on en déduit que infψ(U) ∈ ψ(x) + Ṽ ⊂ ψ(x) + V .

Réciproquement, soit V un voisinage de 0 dans E et e ∈ E tel que e ≤ ψ(x). Il existe

alors un voisinage U de x tel que infψ(U) ∈ ψ(x)+V . D’où infψ(U) ∈ e+V +E•+. ¤
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Proposition 4.4. Soit ψ : X −→ E• une application et Γ: X −→−→ E la multiapplication

définie pour tout y ∈ X par Γ(y) = {e ∈ E : e ≤ ψ(y)}. Alors ψ est inf-continue

en x ∈ X si et seulement si la multiapplication Γ est inf-continue en x, i.e., pour tout

ouvert V de E tel que Γ(x) ∩ V 6= ∅, il existe un voisinage U de x tel que⋂
y∈U

Γ(y)

 ∩ V 6= ∅ .
Preuve. Supposons ψ inf-continue en x. Soit V un ouvert de E tel que Γ(x) ∩ V 6= ∅.
Il existe donc e ∈ V tel que e ≤ ψ(x). D’après l’inf-continuité de ψ en x, il existe un

voisinage U de x tel que infψ(U) ∈ e+ (V − e) +E•+ = V +E•+. Il existe donc f ∈ V
tel que

∀y ∈ U , ψ(y) ≥ infψ(U) ≥ f .

D’où

f ∈
⋂
y∈U

Γ(y) .

Ce qui prouve l’inf-continuité de Γ en x.

Réciproquement, supposons que Γ est inf-continue en x. Soit V un voisinage ouvert

ordre-convexe de 0 et e ∈ E tel que e ≤ ψ(x). On a Γ(x)∩ (e+ V ) 6= ∅. Il existe donc

un voisinage U de x tel que ⋂
y∈U

Γ(y)

 ∩ (e+ V ) 6= ∅ .

Il existe alors f ∈ V tel que pour tout y ∈ U, e + f ∈ Γ(y) ou encore ψ(y) ≥ e + f .

D’où infψ(U) ≥ e+ f et donc infψ(U) ∈ e+ V + E•+. Ce qui prouve l’inf-continuité

de ψ en x. ¤

Remarque 4.5. La définition usuelle de semi-continuité inférieure pour les applications

vectorielles est la suivante ([Th1], [Th2], [PT], [BT], [BPT]) : une application ψ : X −→
E• est dite semi-continue inférieurement en x ∈ X si pour tout voisinage V de 0

dans E et pour tout e ∈ E tel que e ≤ ψ(x), il existe un voisinage U de x tel que

ψ(U) ⊂ e+V +E•+ ou de façon équivalente si la multiapplication Γ: X −→−→ E définie

pour tout x ∈ X par Γ(x) = {e ∈ E : e ≤ ψ(x)} est semi-continue inférieurement en

x ; si ψ(x) ∈ E, cela est encore équivalent à : pour tout voisinage V de 0 dans E, il

existe un voisinage U de x tel que ψ(U) ⊂ ψ(x) + V +E•+. Cette notion est plus faible

que l’inf-continuité considérée ici et que la continuité classique, alors que l’inf-continuité

n’est en général pas comparable avec la continuité. Toutefois, si E+ est d’intérieur non

vide la semi-continuité inférieure et l’inf-continuité coı̈ncident :
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Proposition 4.6. Soit ψ : X −→ E• une application et x ∈ X .

a) Si ψ est inf-continue en x, alors elle est semi-continue inférieurement en x.

b) Réciproquement, si E+ est d’intérieur non vide et si ψ est semi-continue inférieu-

rement en x, alors ψ est inf-continue en x.

Preuve. Le a) est immédiat. Montrons b) : soit V un voisinage de 0 et e ∈ E tel que

e ≤ ψ(x). Comme l’intérieur de E+ est non vide, il existe f ∈ intE+ ∩ (−V ). Ainsi,

E+ − f est un voisinage de 0. D’après la semi-continuité inférieure de ψ en x, il existe

un voisinage U de x tel que ψ(U) ⊂ e+ (E+ − f) + E•+. On a donc

∀y ∈ U , ψ(y) ≥ e− f ,

et donc infψ(U) ≥ e− f . Comme −f ∈ V , on obtient infψ(U) ∈ e+ V + E•+. ¤

On donne dans les deux propositions suivantes quelques résultats que l’on utilisera

plus loin.

Proposition 4.7.
a) Soit ψ : X −→ E une application ordre-lipschitzienne8 sur X :

∃L ∈ R∗+, ∃h ∈ E1
+, ∀(x, y) ∈ X ×X , |ψ(x)− ψ(y)| ≤ Ld(x, y)h ,

alors ψ est inf-continue sur X .

b) Soit (ψi)i∈I une famille finie d’applications de X dans E• inf-continues en x ∈ X .

Alors ψ = supi∈I ψi est inf-continue en x.

c) Soit (ψn)n une suite croissante d’applications de X dans E• inf-continues en x et

ψ = supn ψn. On suppose que si x ∈ dom(ψ) alors (ψn(x))n converge en norme vers

ψ(x) et que si x ∈ dom(ψ) alors ψ(x) = tsupn ψn(x). Alors ψ est inf-continue en x.

d) Supposons que E possède une norme ordre continue. Soit (ψn)n une suite d’ap-

plications de X dans E• inf-continues en x ∈ X telle que ψ(x) = tsupn ψn(x). Alors

ψ est inf-continue en x.

e) Soit ψ : X −→ E• une application inf-continue en x ∈ X et α ∈ R+. Alors

l’application αψ est inf-continue en x.

f) Soit ψ1, ψ2 : X −→ E• deux applications inf-continues en x ∈ X . Alors l’applica-

tion (ψ1 + ψ2) est inf-continue en x.

Preuve. a) Soit x ∈ X , V un voisinage de 0 dans E et e ∈ E tel que e ≤ ψ(x). On a

∀y ∈ X , ψ(y) ≥ ψ(x)− Ld(x, y)h ≥ e− Ld(x, y)h .

Il existe r ∈ R∗+ tel que B(0, r) ⊂ V . Soit alors U = B(x, r
2L ). On a

infψ(U) ≥ inf
y∈U
{e− Ld(x, y)h} = e− r

2h .

8Il existe plusieurs notions de condition de Lipschitz pour les applications vectorielles. Celle donnée ici,
est adaptée à notre problème. On renvoie à [St, Remark 2.2] pour une exposition des autres définitions.
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D’où infψ(U) ∈ e+ V + E•+.

b) Il suffit de montrer le résultat pour I = {1, 2}. Soit V un voisinage de 0 dans E,

W un voisinage de 0 tel que W + W ⊂ V et e ∈ E tel que e ≤ ψ(x). Pour i ∈ I ,

posons ei = inf{e, ψi(x)}. Il existe alors un voisinage U de x tel que pour i ∈ I , on ait

infψi(U) ∈ ei +W +E•+. Il existe donc wi ∈W ∩E+ tel que infψi(U) ≥ ei−wi. On

a alors pour i ∈ I ,

infψ(U) ≥ infψi(U) ≥ ei − wi ≥ ei − w1 − w2

≥ sup{e1, e2} − w1 − w2

≥ e− w1 − w2 .

D’où infψ(U) ∈ e+ V + E•+.

c) Supposons d’abord que x ∈ dom(ψ). Soit V un voisinage de 0 dans E et e ∈ E
tel que e ≤ ψ(x). Soit W un voisinage de 0 tel que W + W ⊂ V . Il existe n0 ∈
N tel que ψn0(x) ∈ ψ(x) + W . D’autre part, il existe un voisinage U de x tel que

infψn0(U) ∈ ψn0(x) +W +E•+. Comme infψ(U) ≥ infψn0(U), on obtient infψ(U) ∈
ψ(x) +W +W + E•+ ⊂ e+ V + E•+. Ce qui prouve que ψ est inf-continue en x.

Supposons à présent que x ∈ dom(ψ)\dom(ψ). Soit V un voisinage de 0 dans E, W

un voisinage de 0 tel que W +W ⊂ V et e ∈ E. Comme ψ(x) = tsupn ψn(x) = +∞,

il existe n0 ∈ N tel que ψn0(x) ∈ e+W +E•+ et donc ψn0(x) ≥ e+ f pour un f ∈W .

Il existe aussi un voisinage U de x tel que infψn0(U) ∈ (e+ f) +W +E•+. On a alors

infψ(U) ≥ infψn0(U) ∈ e+W +W +E•+ ⊂ e+ V +E•+. Et donc ψ est inf-continue

en x.

Finalement, si x /∈ dom(ψ), il existe un voisinage U de x tel que U∩dom(ψ) = ∅. On

a donc pour tout e ∈ E et tout voisinage V de 0 dans E, +∞ = infψ(U) ∈ e+V +E•+.

d) En remplaçant chaque ψn par sup{ψi : i ≤ n}, grâce au b), on peut supposer que

la suite (ψn)n est croissante. Si x ∈ dom(ψ), d’après le lemme 3.4, la suite (ψn(x))n

converge vers ψ(x). Si x ∈ dom(ψ)\dom(ψ), on a ψ(x) = tsupn ψn(x) = +∞. Il suffit

alors d’appliquer le c).

e) On peut supposer que α est strictement positif. Soit V un voisinage de 0 dans E

et e ∈ E tel que e ≤ (αψ)(x). D’après l’inf-continuité de ψ en x, il existe un voisinage

U de x dans X tel que infψ(U) ∈ 1
αe + 1

αV + E•+. D’où inf(αψ)(U) = α infψ(U) ∈
e+ V + E•+. Ce qui prouve l’inf-continuité de αψ en x.

f) Soit V un voisinage de 0 dans E, e ∈ E tel que e ≤ (ψ1 + ψ2)(x). Il existe un

voisinage W de 0 tel que W +W ⊂ V et ei ∈ E tel que ei ≤ ψi(x) pour i ∈ {1, 2} et

e1 + e2 = e. D’après l’inf-continuité de ψi en x, il existe un voisinage U de x tel que

infψi(U) ∈ ei +W + E•+ , ∀i ∈ {1, 2} .

Comme inf(ψ1 + ψ2)(U) ≥ infψ1(U) + infψ2(U), on obtient inf(ψ1 + ψ2)(U) ∈ e1 +

e2 +W +W + E•+ ⊂ e+ V + E•+. ¤
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Proposition 4.8. Soit ψ : X −→ E• une application inf-continue en x ∈ X et (xn)n

une suite dans X qui converge vers x ∈ X . Alors on a ψ(x) ≤ limn ψ(xn) .

Preuve. On peut supposer que limn ψ(xn) < +∞. Soit e ∈ E tel que e ≤ ψ(x). Pour

tout k ∈ N, il existe un voisinage Uk de x tel que infψ(Uk) ∈ e + B(0, 1/k) + E•+.

D’autre part, il existe nk ∈ N tel que ∀p ≥ nk, xp ∈ Uk. On pourra supposer que la

suite (nk)k ainsi construite est croissante. On a alors pour tout k ∈ N,

lim
n

ψ(xn) = sup
k

inf
p≥nk

ψ(xp) ≥ inf
p≥nk

ψ(xp) ≥ infψ(Uk) ∈ e+B(0, 1/k) + E•+ .

Pour tout k ∈ N, il existe donc un ek ∈ B(0, 1/k) tel que

lim
n

ψ(xn) ≥ e+ ek .

En particulier, limn ψ(xn) ∈ E. Comme la suite (ek)k converge vers 0 et comme le cône

E+ est fermé, en passant à la limite on trouve limn ψ(xn) ≥ e. Finalement, comme ceci

est vrai pour tout e ∈ E tel que e ≤ ψ(x), on trouve limn ψ(xn) ≥ ψ(x). ¤

On donne aussi un lemme fondamental pour la suite.

Lemme 4.9. Soit ψ : X −→ E• une application inf-continue en x ∈ X . Alors on a

ψ(x) = tsup
r↓0

infψ(B(x, r)). De plus, si ψ(x) ∈ E, on a ψ(x) = lim
r↓0

infψ(B(x, r)).

Preuve. Remarquons d’abord que l’application r 7−→ infψ(B(x, r)) est décroissante.

Supposons que ψ(x) ∈ E et soit V un voisinage de 0 dans E. D’après la proposition 4.3,

il existe un réel r0 > 0 tel que

∀r ∈ R, 0 < r < r0 , infψ(B(x, r)) ∈ ψ(x) + V .

D’où ψ(x) = lim
r↓0

infψ(B(x, r)).

Supposons à présent que ψ(x) = +∞. Soit V un voisinage de 0 dans E et e ∈ E.

Comme ψ est inf-continue en x, il existe un réel r > 0 tel que infψ(B(x, r)) ∈ e+V +

E•+. D’où ψ(x) = tsup
r↓0

infψ(B(x, r)). ¤

Finalement, on donne deux résultats simples basés sur la notion d’épigraphe.

Définition 4.10. Soit ψ : X −→ E• une application. L’épigraphe de ψ noté Epiψ est le

sous-ensemble de X × E défini par

Epiψ = {(x, e) ∈ X × E : ψ(x) ≤ e} .
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Proposition 4.11. Soit ψ : X −→ E• une application inf-continue sur X . Alors son

épigraphe Epiψ est fermé dans X × E.

Preuve. On sait que toute fonction semi-continue inférieurement a un épigraphe fermé

([BPT, Proposition 1.4]). En particulier, grâce à la proposition 4.6, toute application

inf-continue a un épigraphe fermé. ¤

Remarque 4.12. En général, il n’y a pas d’équivalence entre la semi-continuité inférieure

d’une application vectorielle et le fait que son épigraphe soit fermé – voir [BPT], [PT].

Proposition 4.13. ([AW2, Lemma 2.5]) On suppose que X et E sont séparables. Soit

ψ, φ : X −→ E• deux applications. On suppose que ψ est inf-continue sur X . Alors il

existe un sous-ensemble dénombrable D dense dans X (qui ne dépend que de φ) tel que

si ψ ≤ φ sur D alors ψ ≤ φ sur X .

Preuve. Ce résultat a été démontré par H. Attouch et R. Wets dans [AW2] pour les

applications à valeurs réelles. La preuve dans le cas vectoriel est identique. On la reproduit

ici par commodité pour le lecteur : comme X × E est séparable, il existe un ensemble

dénombrable D↑ dense dans Epiφ. Soit D la projection de D↑ sur X . Il est clair que

ψ ≤ φ sur D équivaut à {(x, e) ∈ X × E : φ(x) ≤ e, x ∈ D} ⊂ Epiψ. On a alors

Epiφ ⊂ {(x, e) ∈ X × E : φ(x) ≤ e, x ∈ D} ⊂ Epiψ = Epiψ .

La première inclusion est triviale : soit (x, e) ∈ Epiψ ; comme D↑ est dense dans Epiφ,

il existe une suite (xn, en)n dans D↑ qui converge vers (x, e). Le seconde inclusion est

immédiate et la dernière égalité provient de la proposition 4.11. ¤

5. Résultat d’approximation.

Dans cette partie, on donne une version vectorielle de l’approximation lipschitzienne

pour les applications inf-continues (Corollaire 5.3). En vue d’applications à la conver-

gence des fonctions vectorielles (voir 6ème partie), on donnera d’abord le résultat sous

une forme assez générale.

Théorème 5.1. Soit {ψ,ψn : n ∈ N} des applications inf-continues propres de X dans

E•. On suppose que

(i) il existe a, b ∈ E+ et x0 ∈ X tels que

−a− d(x, x0)b ≤ ψn(x) ≤ ψ(x) , ∀x ∈ X, ∀n ∈ N ;

(ii) pour tout n ∈ N, dom(ψ) = dom(ψn) et dom(ψ) est séparable.
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Alors il existe h ∈ E1
+ et k0 ∈ N tels que les applications ψkn : X −→ E définies pour

tout k ≥ k0 et tout n ∈ N par

ψkn(x) = inf
y∈X
{ψn(y) + kd(x, y)h} , ∀x ∈ X ,

vérifient les propriétés suivantes :

(1) |ψkn(x)− ψkn(y)| ≤ kd(x, y)h, ∀(x, y) ∈ X ×X ;

(2) ‖ψkn(x)− ψkn(y)‖ ≤ kd(x, y), ∀(x, y) ∈ X ×X ;

(3) −a− d(x, x0)b ≤ ψkn(x) ≤ ψk+1
n (x) ≤ ψn(x), ∀x ∈ X ;

(4) ψn(x) = sup
k
ψkn(x), ∀x ∈ X ;

(5) ψn(x) = lim
k
ψkn(x), ∀x ∈ dom(ψn) ;

(6) ψn(x) = tsup
k
ψkn(x), ∀x ∈ dom(ψn).

De plus pour tout x ∈ dom(ψ) et tout r > 0, il existe kr(x) ≥ k0 tel que

∀n ∈ N, ∀k ≥ kr(x) , ψkn(x) ≥ infψn (B(x, r)) .

Remarques 5.2. 1. La dernière partie du théorème 5.1 assure que sur l’adhérence du

domaine de ψ, la convergence des fonctions ψkn vers ψn est “uniforme” en n. Cette

propriété nous sera utile dans la section 6.

2. L’idée de la preuve (pour une seule fonction ψ) est la suivante : supposons qu’il

existe h ∈ E1
+ tel que pour tout x ∈ dom(ψ), il existe αx ∈ R+ avec

0 ≤ ψ(x) ≤ αxh . (†)

On a alors

ψk(x) = inf{ψ(y) + k d(x, y)h : y ∈ dom(ψ)}
= inf{ψ(y) + k d(x, y)h : y ∈ B(x, αx/k)}
≥ infψ (B(x, αx/k)) .

Grâce au lemme 4.9, on trouve alors

sup
k
ψk(x) = sup

k
infψ (B(x, αx/k)) = ψ(x) .

Ce qui donne le résultat. L’idée est donc d’approcher un ψ quelconque par une suite

d’applications (eq)q vérifiant (†).

Preuve. On note Y = dom(ψ)(= dom(ψn)) l’adhérence du domaine de ψ. Soit (xm)m
une suite dense dans dom(ψ) et h ∈ E1

+ défini par

h =
1

3

[
a

‖a‖+ 1
+

b

‖b‖+ 1
+
∑
m

2−m
|ψ(xm)|

‖ψ(xm)‖+ 1

]
.
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Comme ψn est propre, il est clair que

ψkn(x) = inf
y∈dom(ψn)

{ψn(y) + kd(x, y)h} < +∞ , ∀x ∈ X, ∀k ∈ N .

Soit k0 la partie entière de 6(‖b‖+ 1) + 1. Pour k ≥ k0 et y ∈ dom(ψn), on a

ψn(y) + kd(x, y)h ≥ −a− d(y, x0)b+ kd(x, y)h

≥ −a− d(x, x0)b− d(y, x)b+ kd(x, y)h

≥ −a− d(x, x0)b− d(y, x) [3(‖b‖+ 1)h] + kd(x, y)h

≥ −a− d(x, x0)b+ [k − 3(‖b‖+ 1)] d(x, y)h

≥ −a− d(x, x0)b .

En prenant l’inf pour y ∈ dom(ψn), on en déduit que ψkn(x) ≥ −a− d(x, x0)b et donc

que ψkn(x) ∈ E.

Montrons (1) : soit k ≥ k0, n ∈ N et x, y ∈ X . Pour tout z ∈ dom(ψn), on a

ψn(z) + kd(x, z)h ≤ ψn(z) + kd(y, z)h+ kd(x, y)h ,

et en prenant la borne inférieure pour z ∈ dom(ψn), on trouve

ψkn(x) ≤ ψkn(y) + kd(x, y)h .

C’est à dire

ψkn(x)− ψkn(y) ≤ kd(x, y)h .

De la même façon, on obtient

ψkn(y)− ψkn(x) ≤ kd(x, y)h .

D’où

|ψkn(x)− ψkn(y)| ≤ kd(x, y)h .

Le (2) provient du (1) et de la propriété (∗). Le (3) est clair. Montrons à présent (4) à

(6). D’après la construction de h, pour tout m ∈ N, il existe αm ∈ R+ tel que

ψ(xm) + a+ d(x0, xm)b ≤ αmh .

Soit x ∈ Y et (en,q(x))n,q =
(
infψn(B(x, 1/q))

)
n,q

. Il est clair que pour tout (n, q) ∈
N× N, en,q(x) ∈ E et que

en,q(x) ≥ −a−
[
d(x, x0) +

1

q

]
b . (5.1.1)
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De plus, comme x ∈ dom(ψ), il existe une sous-suite (xmp)
p

de (xm)m qui converge

vers x. Fixons q ∈ N. Il existe p ∈ N assez grand tel que xmp ∈ B(x, 1/q). On a alors

pour tout n ∈ N,

0 ≤ en,q(x) + a+

[
d(x, x0) +

1

q

]
b = infψn(B(x, 1/q)) + a+

[
d(x, x0) +

1

q

]
b

≤ ψn(xmp) + a+ d(x0, xmp)b+
2

q
b

≤ ψ(xmp) + a+ d(x0, xmp)b+
2

q
b

≤
[
αmp +

6

q
(‖b‖+ 1)

]
h .

On pose αq(x) =
[
αmp + 6

q (‖b‖+ 1)
]
.

On a donc construit un élément h de E1
+, une suite (en,q)n,q d’applications de Y

dans E et une suite de fonctions (αq)q de Y dans R+ tels que pour tout x ∈ Y et

(n, q) ∈ N× N,

en,q(x) = infψn(B(x, 1/q)) ≤ ψn(x) ,

0 ≤ en,q(x) + a+

[
d(x, x0) +

1

q

]
b ≤ αq(x)h .

(5.1.2)

Fixons (n, q) ∈ N× N, et posons pour tout k ≥ k0 et tout x ∈ Y ,

φkn,q(x) = inf
y∈Y
{en,q(y) + kd(x, y)h} .

On a

φkn,q(x) ≤ ψkn(x) , (5.1.3)

φkn,q(x) ≤ en,q(x) . (5.1.4)

Fixons k ≥ k0 et x ∈ Y . Soit y ∈ Y \B(x, 2αq(x)/k). On a d’après (5.1.1) et (5.1.2),

en,q(y) + kd(x, y)h = en,q(y) +
k

2
d(x, y)h+

k

2
d(x, y)h

≥ en,q(y) + αq(x)h+
k

2
d(x, y)h

≥ −a−
[
d(y, x0) +

1

q

]
b+ en,q(x) + a

+

[
d(x, x0) +

1

q

]
b+

k

2
d(x, y)h

≥ en,q(x) + [−d(y, x0) + d(x, x0)] b+
k

2
d(x, y)h

≥ en,q(x)− d(x, y)b+
k

2
d(x, y)h

≥ en,q(x) +

[
k

2
− 3(‖b‖+ 1)

]
d(x, y)h

≥ en,q(x) .
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On déduit alors de (5.1.4),

φkn,q(x) = inf{en,q(y) + kd(x, y)h : y ∈ B(x, 2αq(x)/k) ∩ Y } ,
et donc

φkn,q(x) ≥ inf{en,q(y) : y ∈ B(x, 2αq(x)/k) ∩ Y }
≥ inf{infψn(B(y, 1/q)) : y ∈ B(x, 2αq(x)/k)}

≥ infψn
(
B(x, 1

q +
2αq(x)
k )

)
.

En conclusion, pour tout x ∈ Y, (n, q) ∈ N× N et k ≥ k0, on a grâce à (5.1.3)

ψkn(x) ≥ infψn
(
B(x, 1

q +
2αq(x)
k )

)
, (5.1.5)

Fixons alors x ∈ Y et soit r > 0. Il existe q ∈ N tel que 1/q < r/2. Le réel αq(x)

est alors déterminé. Il existe donc kr(x) ∈ N tel que 2αq(x)/kr(x) < r/2. On a alors

1/q + 2αq(x)/kr(x) < r. D’après (5.1.5), on a pour tout k ≥ kr(x) et n ∈ N,

ψkn(x) ≥ ψkr(x)
n (x) ≥ infψn

(
B(x, 1

q +
2αq(x)
kr(x) )

)
≥ infψn (B(x, r)) . (5.1.6)

Grâce au lemme 4.9, on trouve alors pour tout n ∈ N,

ψn(x) ≥ tsup
k
ψkn(x) ≥ tsup

r≥0
infψn (B(x, r)) = ψn(x) .

Soit à présent n ∈ N, x ∈ dom(ψn) et ε > 0. D’après le lemme 4.9, il existe r > 0 tel

que

‖ψn(x)− infψn(B(x, r))‖ < ε .

D’autre part, d’après (5.1.6), il existe kr(x) ∈ N tel que

∀k ≥ kr(x) , 0 ≤ ψn(x)− ψkn(x) ≤ ψn(x)− infψn (B(x, r)) .

D’où

∀k ≥ kr(x) , ‖ψn(x)− ψkn(x)‖ ≤ ‖ψn(x)− infψn (B(x, r))‖ < ε .

Ce qui prouve que la suite (ψkn(x))k converge en norme vers ψn(x).

Finalement, si x /∈ Y , on a d(x, Y ) > 0. Pour tout n ∈ N et tout k ≥ k0, on trouve

ψkn(x) = inf
y∈Y
{ψn(y) + kd(x, y)h}

≥ inf
y∈Y
{−a− d(y, x0)b+ kd(x, y)h}

≥ inf
y∈Y
{−a− d(x, x0)b− d(y, x)b+ kd(x, y)h}

≥ inf
y∈Y
{−a− d(x, x0)b− 3(‖b‖+ 1)d(y, x)h+ kd(x, y)h}

≥ inf
y∈Y
{−a− d(x, x0)b+ [k − 3(‖b‖+ 1)] d(x, y)h}

≥ −a− d(x, x0)b+ [k − 3(‖b‖+ 1)] d(x, Y )h . (5.1.7)

En prenant alors le sup sur k, on obtient

+∞ = ψn(x) ≥ sup
k
ψkn(x) ≥ sup

k
{−a+ [k − 3(‖b‖+ 1)] d(x, Y )h} = +∞ .

Ce qui finit la preuve. ¤
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Corollaire 5.3. Soit ψ : X −→ E• une application inf-continue propre sur X telle que

dom(ψ) soit séparable. On suppose qu’il existe a, b ∈ E+ et x0 ∈ X tels que

ψ(x) ≥ −a− d(x, x0)b , ∀x ∈ X .

Alors il existe h ∈ E1
+ et k0 ∈ N tels que les applications ψk : X −→ E définies pour

tout k ≥ k0 par

ψk(x) = inf
y∈X
{ψ(y) + kd(x, y)h} , ∀x ∈ X ,

vérifient les propriétés suivantes :

(1) |ψk(x)− ψk(y)| ≤ kd(x, y)h, ∀(x, y) ∈ X ×X ;

(2) ‖ψk(x)− ψk(y)‖ ≤ kd(x, y), ∀(x, y) ∈ X ×X ;

(3) −a− d(x, x0)b ≤ ψk(x) ≤ ψk+1(x) ≤ ψ(x), ∀x ∈ X ;

(4) ψ(x) = sup
k
ψk(x), ∀x ∈ X ;

(5) ψ(x) = lim
k
ψk(x), ∀x ∈ dom(ψ) ;

(6) ψ(x) = tsup
k
ψk(x), ∀x ∈ dom(ψ).

Remarques 5.4. 1. Grâce à la proposition 4.7.c, si ψ : X −→ E• est une application

telle qu’il existe une suite (ψk)k d’applications vérifiant les propriétés (1) à (6) du

corollaire 5.3, alors ψ est inf-continue sur X .

2. L’élément h ∈ E1
+ (qui dépend de ψ) donné dans le théorème 5.1 et le corollaire 5.3

n’est pas unique : tout h ∈ E1
+ vérifiant les propriétés suivantes peut être utilisé :

(i) il existe νa, νb ∈ R+ tels que a ≤ νah et b ≤ νbh;

(ii) il existe un sous-ensemble D dénombrable dense dans dom(ψ) tel que

∀x ∈ D, ∃α(x) ∈ R+ , ψ(x) ≤ α(x)h .

3. Si (ψn)n est une suite d’applications de X dans E•+ vérifiant pour tout n ∈ N les

hypothèses du corollaire 5.3, on a

ψkn(x) = inf
y∈Y
{ψn(y) + kd(x, y)hn} .

D’après la remarque précédente, on peut prendre

ψkn(x) = inf
y∈Y
{ψn(y) + kd(x, y)h} .

où h ∈ E1
+ est défini par

h =
∑
n

2−n hn .

Toutefois, la dernière assertion du théorème 5.1 n’est plus vérifiée.
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6. Convergence des applications vectorielles.

Une notion naturelle de convergence des applications à valeurs vectorielles est donnée

par la convergence des épigraphes au sens de Kuratowski, Mosco . . . Cependant, on ne

peut espérer qu’une telle définition donne de bonnes propriétés variationnelles (conver-

gence des minimums par exemple). On est donc amené à introduire une nouvelle notion

nommée V-convergence (et V∗-convergence uniforme) pour les applications à valeurs

dans E•. Ces notions coı̈ncident avec la notion classique d’épi-convergence (voir [A],

[AW1], [AW2]) lorsque E = R. De plus la V∗-convergence uniforme possède de bonnes

propriétés.

Définition 6.1. Soit {ψn : n ∈ N∪{∞}} des applications de X dans E•. On définit la li-

mite variationnelle inférieure (V- limψn) et la limite variationnelle supérieure (V- limψn)

de la suite (ψn)n par

V- limψn(x) = sup
p≥1

lim
n→∞

infψn
(
B(x, 1/p)

)
,

V- limψn(x) = sup
p≥1

lim
n→∞

infψn
(
B(x, 1/p)

)
.

On dit que la suite (ψn)n V-converge vers ψ∞ en x ∈ X si

V- limψn(x) = V- limψn(x) = ψ∞(x) .

On note alors ψ∞(x) = V- limψn(x).

Remarque 6.2. On a trivialement les inégalités suivantes : V- limψn(x) ≤ V- limψn(x)

et V- limψn(x) ≤ limn ψn(x), V- limψn(x) ≤ limn ψn(x).

Proposition 6.3. Soit {ψ,ψn : n ∈ N} des applications de X dans E• inf-continues

propres sur X telles que

(i) il existe a, b ∈ E+ et x0 ∈ X tels que

−a− d(x, x0)b ≤ ψn(x) ≤ ψ(x) , ∀x ∈ X, ∀n ∈ N ;

(ii) pour tout n ∈ N, dom(ψn) = dom(ψ) et dom(ψ) est séparable.

Alors pour tout x ∈ X , on a

V- limψn(x) = sup
k

lim
n→∞

ψkn(x) , (6.3.1)

V- limψn(x) = sup
k

lim
n→∞

ψkn(x) , (6.3.2)

où ψkn est l’approximation de ψn donnée par le théorème 5.1. De plus, si E possède

une norme ordre-continue, V- limψn et V- limψn sont des applications inf-continues sur

leur domaine.
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Preuve. Montrons (6.3.1) : soit x ∈ X . Pour tout (k, n) ∈ N× N, on a

ψn(x) ≥ ψkn(x) .

D’où

V- limψn(x) ≥ sup
p

lim
n→∞

infψkn (B(x, 1/p)) .

Or pour tout y ∈ B(x, 1/p), on a

ψkn(y) ≥ ψkn(x)− kd(x, y)h ≥ ψkn(x)− k
ph .

On en déduit que

V- limψn(x) ≥ sup
p

lim
n→∞

[
ψkn(x)− k

ph
]

= lim
n→∞

ψkn(x) .

Comme ceci est vrai pour tout k ∈ N, on trouve

V- limψn(x) ≥ sup
k

lim
n→∞

ψkn(x) .

Montrons l’inégalité contraire : soit x ∈ dom(ψ) et p ∈ N. D’après le théorème 5.1, il

existe kp
(
= k1/p(x)

)
tel que

∀n ∈ N , ψkpn (x) ≥ infψn (B(x, 1/p)) .

On obtient alors en supposant que la suite (kp)p est croissante,

sup
k

lim
n→∞

ψkn(x) = sup
p

lim
n→∞

ψkpn (x) ≥ sup
p

lim
n→∞

infψn (B(x, 1/p)) = V- limψn(x) .

Ce qui prouve l’inégalité contraire pour x ∈ dom(ψ). Supposons que x /∈ dom(ψ).

D’après le point (5.1.7) de la preuve du théorème 5.1, on a pour tout n ∈ N et k ≥ k0,

ψkn(x) ≥ −a− d(x, x0)b+ [k − 3(‖b‖+ 1)] d(x, dom(ψ))h .

D’où

sup
k

lim
n

ψkn(x) = +∞ ≥ V- limψn(x) .

Ce qui prouve l’inégalité contraire pour tout x ∈ X et finit de montrer (6.3.1). La preuve

de (6.3.2) est similaire.

Pour finir, remarquons que les applications limn ψ
k
n et limn ψ

k
n sont ordre-lipschitziennes

sur X et donc, d’après la proposition 4.7, V- limψn et V- limψn sont inf-continues sur

leur domaine. ¤

Lorsque E+ est d’intérieur non vide, avec un hypothèse supplémentaire sur la suite

(ψn)n, la V-convergence est équivalente à la convergence points par points. Ce résultat

est classique pour les applications à valeurs réelles ([A, Chapter 2, §6] ou [DSW]). Pour

l’énoncer, on donne la définition naturelle d’équi-inf-continuité suivante :



      

68 III. APPROXIMATION DES APPLICATIONS VECTORIELLES

Définition 6.4. Une suite (ψn)n d’applications de X dans E• est dite équi-inf-continue

en x ∈ X si pour tout voisinage V de 0 dans E et tout e ∈ E, il existe un voisinage U

de x tel que pour tout n ∈ N,

infψn(U) ∈
{
ψn(x) + V + E•+, si ψn(x) ∈ E,
e+ V + E•+, si ψn(x) = +∞.

En particulier, chaque ψn est inf-continue en x.

Proposition 6.5. Supposons que E+ est d’intérieur non vide. Soit (ψn)n une suite d’ap-

plications de X dans E• équi-inf-continue en x ∈ X . Alors (ψn)n V-converge vers ψ∞
en x si et seulement si (ψn(x))n converge pour l’ordre (et donc en norme) vers ψ∞(x).

Preuve. Il suffit de montrer que

V- limψn(x) = lim
n

ψn(x) , (6.5.1)

V- limψn(x) = lim
n
ψn(x) . (6.5.2)

On sait que V- limψn(x) ≤ limn ψn(x). Montrons l’inégalité contraire : soit M le sous-

ensemble de N défini par M = {n ∈ N : ψn(x) ∈ E}. Soit e0 ∈ intE+ et pour tout

k ∈ N, considérons le voisinage de 0 dans E défini par Vk = E+− 1
ke0. Comme la suite

(ψn)n est équi-inf-continue en x, pour tout e ∈ E il existe pk ∈ N tel que

infψn(B(x, 1/pk)) ∈
{
ψn(x) + Vk + E•+, si ψn(x) ∈ E,

e+ Vk + E•+, si ψn(x) = +∞.

C’est à dire

infψn(B(x, 1/pk)) ≥
{
ψn(x)− 1

ke0, si n ∈M,

e− 1
ke0, si n ∈ N \M.

On en déduit que

lim
n

infψn(B(x, 1/pk)) ≥ inf{e, lim
n→+∞
n∈M

ψn(x)} − 1
ke0

≥ inf{e, lim
n

ψn(x)} − 1
ke0 .

En prenant le supremum pour k ∈ N, on obtient

V- limψn(x) = sup
k

lim
n

infψn(B(x, 1/pk)) ≥ inf{e, lim
n

ψn(x)} .

Si limn ψn(x) ∈ E, on obtient le résultat en prenant e = limn ψn(x). Sinon, comme

limn ψn(x) = +∞, on a

V- limψn(x) ≥ inf{e, lim
n

ψn(x)} = e .
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Comme e est quelconque dans E, on trouve V- limψn(x) = +∞. Ceci achève la preuve

de (6.5.1). Celle de (6.5.2) est similaire. ¤

Lorsque E+ est d’intérieur vide la définition de V-convergence donnée plus haut n’est

pas satisfaisante : si (ψn)n est une suite d’applications constantes (en)n ⊂ E+, la V-

convergence de la suite (ψn)n se traduit par l’ordre convergence de la suite (en)n ; or

il serait plus satisfaisant d’avoir une convergence en norme. Pour cela, on introduit une

autre notion de convergence appelée V∗-convergence (uniforme).

Définition 6.6. Soit {ψn : n ∈ N ∪ {∞}} des applications de X dans E•.

La suite (ψn)n V
∗-converge vers ψ∞ en x ∈ X si toute sous-suite de (ψn)n possède

une suite extraite qui V-converge vers ψ∞ en x. On note ψ∞(x) = V∗- limψn(x).

La suite (ψn)n V
∗-converge uniformément vers ψ∞ sur X si de toute sous-suite

de (ψn)n, on peut extraire une sous-suite qui V-converge vers ψ∞ sur X . On note

ψ∞ = V∗u - limψn.

Remarque 6.7. D’après la définition de la V∗-convergence, la suite (ψn)n V
∗-conver-

ge vers ψ∞ sur X si pour tout x ∈ X , toute sous-suite de (ψn)n admet une suite

extraite (qui dépend de x) qui V-converge vers ψ∞ en x. Ceci justifie la définition de la

V∗-convergence uniforme.

On donne à présent quelques propriétés de la V∗-convergence. Ces résultats sont

classiques pour l’épi-convergence des applications à valeurs réelles (voir le livre de

Attouch [A, Chapter 2, §2]).

On rappelle que pour toute suite (Cn)n de sous-ensembles d’un espace métrique S,

la limite supérieure (au sens de Kuratowski-Painlevé) de la suite (Cn)n est définie par

Ls(Cn) = {x ∈ S : ∃(nk)k, ∃(xk)k, x = lim
k
xk, xk ∈ Cnk} .

Soit ψ une application de X dans E•. On note infψ = inf{ψ(x) : x ∈ X},
Argminψ = {x ∈ X : ψ(x) = infψ} et pour ε ∈ R∗+, ε -Argminψ = {x ∈ X :

‖ψ(x)− infψ‖ ≤ ε}. Remarquons que ε -Argminψ peut être vide.

Proposition 6.8. Soit (ψn)n une suite d’applications de X dans E• qui V∗-converge

vers ψ∞ sur X . Alors on a Ls(Epiψn) ⊂ Epiψ∞.

Preuve. Soit (x, e) ∈ Ls(Epiψn) supposé non vide. Il existe donc une sous-suite (ψnk)k
de (ψn)n et une suite (xk, ek)k qui converge vers (x, e) et telles que ψnk(xk) ≤ ek, ∀k ∈
N. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que le suite (ψnk)k V-converge

vers ψ∞ en x et que (ek)k converge pour l’ordre vers e. Fixons p ∈ N. Pour k assez

grand, xk ∈ B(x, 1/p). On a donc

infψnk(B(x, 1/p)) ≤ ψnk(xk) ≤ ek .
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D’où

lim
k

infψnk(B(x, 1/p)) ≤ lim
k

ψnk(xk) ≤ lim
k

ek = e .

En prenant la borne supérieure pour p ∈ N, on trouve

ψ∞(x) = V- limψnk(x) = sup
p

lim
k

infψnk(B(x, 1/p)) ≤ e .

On a donc (x, e) ∈ Epiψ∞. ¤

Remarques 6.9. 1. En fait, pour toute suite (ψn)n, on a Ls(Epiψn) ⊂ Epi(V- limψn).

2. Je ne pense pas que l’on ait l’inclusion (vrai pour les applications à valeurs réelles)

Epi(V- limψn) ⊂ Li(Epiψn).

Lemme 6.10. Soit (ψn)n une suite d’applications de X dans E• qui V∗-converge vers

ψ∞ en x ∈ X et (xn)n une suite dans X qui converge vers x. Alors de toute sous-suite

(ψnk)k, on peut extraire une sous-suite (ψnkl )l telle que

ψ∞(x) ≤ lim
l

ψnkl (xnkl ) .

Preuve. Soit (ψnk)k une sous-suite de (ψn)n. Il existe une suite extraite (ψnkl )l qui

V-converge vers ψ∞ en x. Soit p ∈ N. Pour l assez grand, xnkl ∈ B(x, 1/p). On a donc

infψnkl (B(x, 1/p)) ≤ ψnkl (xnkl ) .

D’où

lim
l

infψnkl (B(x, 1/p)) ≤ lim
l

ψnkl (xnkl ) .

En prenant la borne supérieure pour p ∈ N, on trouve

ψ∞(x) = sup
p

lim
l

infψnkl (B(x, 1/p)) ≤ lim
l

ψnkl (xnkl ) .

Ce qui prouve le résultat. ¤

Proposition 6.11. Soit (ψn)n une suite d’applications de X dans E• qui V∗-converge

uniformément sur X vers ψ∞. Alors de toute sous-suite (ψnk)k on peut extraire une

sous-suite (ψnkl )l telle que

infψ∞ ≥ lim
l

[
infψnkl

]
.

Soit (εn)n une suite de R+ qui tend vers 0. Si Ls(εn -Argminψn) est non vide, on a

Ls(εn -Argminψn) ⊂ Argmin(ψ∞) ,

et il existe une sous-suite (ψnk)k de (ψn)n telle que

infψ∞ = lim
k

[infψnk ] .
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Preuve. Soit (ψnk)k une sous-suite de (ψn)n. Il existe une suite extraite (ψnkl )l qui

V-converge vers ψ∞ sur X . Pour tout x ∈ X et tout (l, p) ∈ N× N, on a

infψnkl ≤ infψnkl (B(x, 1/p)) .

On en déduit que pour tout x ∈ X ,

lim
l

[
infψnkl

]
≤ sup

p
lim
l

infψnkl (B(x, 1/p)) = ψ∞(x) .

D’où lim
l

[
infψnkl

]
≤ infψ∞.

Soit à présent (εn)n une suite de R+ qui tend vers 0. Soit x ∈ Ls(εn -Argminψn). Il

existe donc une sous-suite (ψnk)k de (ψn)n et une suite (xk)k convergeant vers x telle

que xk ∈ εnk -Argminψnk . Pour tout k ∈ N, il existe donc hk ∈ E+ avec ‖hk‖ ≤ εnk
tel que ψnk(xk) ≤ infψnk + hk. D’après le lemme 6.10 et ce qui précède, on peut

extraire une sous-suite (ψnkl )l telle que

ψ∞(x) ≤ lim
l

ψnkl (xkl) et infψ∞ ≥ lim
l

[
infψnkl

]
.

De plus, grâce à la proposition 3.7, on peut supposer que (hkl)l converge pour l’ordre

vers 0. On trouve alors

infψ∞ ≤ ψ∞(x) ≤ lim
l

ψnkl (xkl) ≤ lim
l
ψnkl (xkl)

≤ lim
l

[
infψnkl + hkl

]
≤ lim

l

[
infψnkl

]
+ lim

l
hkl

≤ infψ∞ .

On en déduit que x ∈ Argminψ∞ et lim
l

[
infψnkl

]
= infψ∞. ¤

Proposition 6.12. Soit (ψn)n une suite d’applications de X dans E• qui V∗-converge

uniformément sur X vers ψ∞ et (εn)n une suite de R+ qui tend vers 0. Alors s’il existe

une suite (xn)n relativement compacte dans X telle que xn ∈ εn -Argminψn, ∀n ∈ N,

on a Argminψ 6= ∅ et la suite (infψn)n ∗-converge pour l’ordre vers infψ∞. Si de plus

E possède une norme ordre-continue et si infψ∞ ∈ E, alors

infψ∞ = lim
n

[infψn] .

Preuve. Soit
(
ψτ1(n)

)
n

une sous-suite de (ψn)n. Par la proposition 6.11, on sait qu’il

existe une suite extraite
(
ψτ2(n)

)
n

de
(
ψτ1(n)

)
n

telle que

infψ∞ ≥ lim
n

[
infψτ2(n)

]
.
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Il suffit donc de montrer que l’on peut extraire de
(
ψτ2(n)

)
n

une suite
(
ψτ4(n)

)
n

telle

que

infψ∞ ≤ lim
n

[
infψτ4(n)

]
.

On en déduira alors que la suite (infψn)n de E ∗-converge pour l’ordre vers infψ∞. De

plus, si E possède une norme ordre-continue et si infψ∞ ∈ E, (infψn)n convergera en

norme vers infψ∞.

Comme la suite
(
xτ2(n)

)
n

est relativement compacte, on peut en extraire une suite(
xτ3(n)

)
n

qui converge vers un x ∈ X . De plus, comme pour tout n ∈ N, xτ3(n) ∈
ετ3(n) -Argminψτ3(n), on a x ∈ Ls(ετ3(n) -Argminψτ3(n)). Par la proposition 6.11, on

peut affirmer que Argminψ∞ est non vide. Pour tout n ∈ N, soit hn ∈ E+ avec

‖hn‖ ≤ ετ3(n) tel que

ψτ3(n)(xτ3(n)) ≤ infψτ3(n) + hn .

Quitte à extraire une sous-suite, grâce à la proposition 3.7, on peut supposer que (hn)n
converge pour l’ordre vers 0. De plus, d’après le lemme 6.10, on peut extraire une suite(
ψτ4(n)

)
n

telle que

minψ∞ = ψ∞(x) ≤ lim
n

ψτ4(n)(xτ4(n))

≤ lim
n

[
infψτ4(n) + hτ4(n)

]
≤ lim

n

[
infψτ4(n)

]
+ lim

n
hτ4(n)

≤ lim
n

[
infψτ4(n)

]
,

où l’avant dernière inégalité provient du lemme 3.10. ¤



     

CHAPITRE IV

CONVERGENCE DES INTÉGRANDES VECTORIELS

1. Introduction.

Dans ce chapitre, on applique les résultats du chapitre III aux intégrandes vecto-

riels : l’approximation lipschitzienne des applications vectorielles passe aisément aux

intégrandes vectoriels et permet de définir leur espérance conditionnelle.

D’autre part, en utilisant la V-convergence introduite au précédent chapitre, on généra-

lise aux intégrandes vectoriels, la loi forte des grands nombres et un théorème ergodique.

Ces deux derniers résultats sont inspirés de ceux donnés pour les intégrandes réels par

H. Attouch & R. Wets ([AW2]), C. Hess ([H]) et C. Castaing & F. Ezzaki ([CE]).

2. Notations.

On suppose que E est un treillis de Banach complet, séparable et réflexif de dual

fort E′ muni de l’ordre canonique de cône positif E′+. On note 〈·, ·〉 la forme bilinéaire

de dualité entre E et E′. Soit (fn)n une suite dense dans E′. Alors la suite (f+
n )n =

(sup(fn, 0))n est dense dans E′+. Il est bon de remarquer ([Sc, Proposition II.5.15 &

Theorem II.5.16]) que

e ∈ E+ ⇐⇒ ∀f ∈ E′+, 〈e, f〉 ≥ 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, 〈e, f+
n 〉 ≥ 0 .

Soit (X, d) est un espace métrique souslinien. Quitte à considérer la distance équiva-

lente d̃ = inf{1, d}, on peut supposer que d est bornée. On désigne par B(X) la tribu

borélienne de X .

On note B(E) la tribu borélienne de E et on munit E• de la tribu B•(E) engendrée

par B(E) et {+∞}.
Soit (Ω,F , µ) un espace probabilisé complet et (Θ, T ) un espace mesurable. On note

T̂ la tribu des ensembles universellement mesurables ([CV, Definition III.21] ou [DM,

Remarques II.32]). Remarquons que F̂ = F .

Pour tout A ∈ B(X) (resp. B(E), B•(E), F , T ), on note 1A la fonction caractéristique

de A.

Finalement, on note L0
X(Ω,F , µ) l’espace des classes de fonctions F-mesurables

de Ω dans X et L1
E(Ω,F , µ) l’espace des classes de fonctions F-mesurables Bochner

intégrables de Ω dans E .
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3. Approximation des intégrandes.

Définition 3.1. Soit Ψ: Θ×X −→ E•. On dit que Ψ est

• un T –intégrande si Ψ est une application (T ⊗ B(X),B•(E))-mesurable ;

• un T –intégrande normal (propre) si Ψ est un intégrande et si pour tout ξ ∈ Θ,

l’application x 7−→ Ψ(ξ, x), X −→ E• est inf-continue (propre) sur X .

Remarque 3.2. On dit qu’une application ψ : Θ −→ E• est (T ,B•(E))-mesurable si

pour tout A ∈ B•(E), ψ−1(A) ∈ T . Lorsque ψ(Θ) ⊂ E, comme E est séparable,

ceci est équivalent à l’existence d’une suite d’applications mesurables étagées conver-

geant simplement vers ψ. En utilisant la réflexibilité de E, c’est encore équivalent à la

mesurabilité des applications ξ 7−→ 〈ψ(ξ), f〉 pour tout f ∈ E′.

Lemme 3.3. Soit Ψ: Θ × X −→ E• un intégrande propre. Alors la multiapplication

Γ: Θ −→−→ X, ξ 7−→ dom(Ψ(ξ, ·)) = {x ∈ X : Ψ(ξ, x) ∈ E} est à valeurs non vides

de graphe gr Γ = {(ξ, x) ∈ Θ × X : Ψ(ξ, x) ∈ E} mesurable dans T ⊗ B(X). En

particulier, il existe une suite (σn)n de sélections (T̂ ,B(X))-mesurables de Γ telle que

pour tout ξ ∈ Θ, (σn(ξ))n soit dense dans Γ(ξ).

Preuve. Il est clair que gr Γ = Ψ−1(E) ∈ T ⊗ B(X). L’existence de la suite dense de

sélections mesurables de Γ provient de [CV, Theorem III.22]. ¤

Théorème 3.4. Soit Ψ,Ψn : Θ × X −→ E•, (n ∈ N∗) des T –intégrandes normaux

propres. On suppose de plus que

(i) il existe une application mesurable a : Θ −→ E+, b ∈ E+ et une application

u0 : Θ −→ X telles que pour tout n ∈ N∗ et tout (ξ, x) ∈ Θ×X ,

−a(ξ)− d(x, u0(ξ))b ≤ Ψn(ξ, x) ≤ Ψ(ξ, x) ;

(ii) pour tout n ∈ N∗ et tout ξ ∈ Θ, dom(Ψn(ξ, ·)) = dom(Ψ(ξ, ·)).

Alors il existe une application T̂ -mesurable h : Θ −→ E1
+ et k0 ∈ N∗ tels que les

T̂ -intégrandes Ψk
n : Θ×X −→ E définis pour tout k ≥ k0 et tout n ∈ N∗, par

Ψk
n(ξ, x) = inf

y∈X
{Ψn(ξ, y) + kd(x, y)h(ξ)} , ∀(ξ, x) ∈ Θ×X ,

vérifient les propriétés suivantes :

(1) |Ψk
n(ξ, x)−Ψk

n(ξ, y)| ≤ kd(x, y)h(ξ), ∀(ξ, x, y) ∈ Θ×X ×X ;

(2) ‖Ψk
n(ξ, x)−Ψk

n(ξ, y)‖ ≤ kd(x, y), ∀(ξ, x, y) ∈ Θ×X ×X ;

(3) −a(ξ)−d(x, u0(ξ))b ≤ Ψk
n(ξ, x) ≤ Ψk+1

n (ξ, x) ≤ Ψn(ξ, x), ∀(ξ, x) ∈ Θ×X ;

(4) Ψn(ξ, x) = sup
k

Ψk
n(ξ, x), ∀(ξ, x) ∈ Θ×X ;

(5) Ψn(ξ, x) = lim
k

Ψk
n(ξ, x), ∀ξ ∈ Θ, ∀x ∈ dom(Ψn(ξ, ·)) ;

(6) Ψn(ξ, x) = tsup
k

Ψk
n(ξ, x), ∀ξ ∈ Θ, ∀x ∈ dom(Ψn(ξ, ·)).
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De plus, pour ξ ∈ Θ, considérons la suite d’applications (Ψn(ξ, ·))n définies de X dans

E•. On a

V- lim Ψn(ξ, ·) = sup
k

lim
n→∞

ψkn(ξ, ·) ,

V- lim Ψn(ξ, ·) = sup
k

lim
n→∞

ψkn(ξ, ·) ,

Preuve. D’après le lemme 3.3, il existe une suite (σm)m de sélections (T̂ , B(X))-me-

surables de la multiapplication Γ telle que pour tout ξ ∈ Θ, (σm(ξ))m soit dense dans

Γ(ξ). Pour tout ξ ∈ Θ, le théorème III.5.1 permet d’affirmer que pour tout n ∈ N∗, la

suite (Ψk
n(ξ, ·))k définie dans l’énoncé avec k0 partie entière de 6(‖b‖+ 1) + 1 et

h(ξ) =
1

3

[
a(ξ)

‖a(ξ)‖+ 1
+

b

‖b‖+ 1
+
∑
m

2−m
|Ψ(ξ, σm(ξ))|

‖Ψ(ξ, σm(ξ))‖+ 1

]
,

vérifie bien les propriétés (1) à (6). Il ne reste qu’à montrer la mesurabilité des applications

Ψk
n. Il est clair que h est une application (T̂ ,B(X))-mesurable. Soit n ∈ N∗ et k ≥ k0.

Pour tout ξ ∈ Θ et pour tout (x, y) ∈ X × X , posons Ψ̃k
n(ξ, x, y) = Ψk

n(ξ, y) +

kd(x, y)h(ξ). On a Ψk
n(ξ, x) = infy∈Γ(ξ) Ψ̃k

n(ξ, x, y). Soit f ∈ E′+ et x ∈ X . D’après

[Sc, Corollary II.4.2.1], on a pour tout ξ ∈ Θ,

〈Ψk(ξ, x), f〉 = inf

{ n∑
i=1

〈Ψ̃k
n(ξ, x, yi), fi〉 :

yi ∈ Γ(ξ), fi ∈ E′+, i = 1 . . . n,
n∑
i=1

fi = f, n ∈ N∗
}
.

On a alors pour r ∈ R
A = {ξ ∈ Θ : 〈Ψk

n(ξ, x), f〉 < r}

=
⋃
n

ProjΘ

[{
(ξ, y1, . . . , yn, f1, . . . , fn) ∈ Θ×Xn × (E′+)n :

n∑
i=1

〈Ψ̃k
n(ξ, x, yi), fi〉 < r,

n∑
i=1

fi = f

}⋂(
gr Γn × (E′+)n

)]
,

où Γn(ξ) = Γ(ξ) × n fois. . . × Γ(ξ), gr Γn désigne le graphe de la multiapplication Γn

et ProjΘ la projection sur Θ. Grâce au théorème de projection mesurable ([CV, Theo-

rem III.23]), A ∈ T̂ . L’application ξ 7−→ 〈Ψk
n(ξ, x), f〉 est donc mesurable. Soit à

présent f ∈ E′. On a la décomposition f = f+ − f− où f+, f− ∈ E′+. L’application

ξ 7−→ 〈Ψk
n(ξ, x), f〉 est bien mesurable, comme différence des deux applications me-

surables ξ 7−→ 〈Ψk
n(ξ, x), f+〉 et ξ 7−→ 〈Ψk

n(ξ, x), f−〉. Ce qui prouve la mesurabilité

de l’application ξ 7−→ Ψk(ξ, x). D’autre part, comme x 7−→ Ψk
n(ξ, x) est lipschitzienne

pour tout ξ ∈ Θ, on en déduit la mesurabilité de Ψk
n — voir [CV, Lemma III.14]. La fin

du théorème provient de la proposition III.6.3. ¤
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Corollaire 3.5. Soit Ψ: Θ × X −→ E• un T –intégrande normal propre. On sup-

pose qu’il existe une application mesurable a : Θ −→ E+, b ∈ E+ et une application

u0 : Θ −→ X tels que

∀(ξ, x) ∈ Θ×X , Ψ(ξ, x) ≥ −a(ξ)− d(x, u0(ξ))b .

Alors il existe une application T̂ -mesurable h : Θ −→ E1
+ et k0 ∈ N∗ tels que les

T̂ -intégrandes Ψk : Θ×X −→ E définis pour tout k ≥ k0 par

Ψk(ξ, x) = inf
y∈X
{Ψ(ξ, y) + kd(x, y)h(ξ)} , ∀(ξ, x) ∈ Θ×X ,

vérifient les propriétés suivantes :

(1) |Ψk(ξ, x)−Ψk(ξ, y)| ≤ kd(x, y)h(ξ), ∀(ξ, x, y) ∈ Θ×X ×X ;

(2) ‖Ψk(ξ, x)−Ψk(ξ, y)‖ ≤ kd(x, y), ∀(ξ, x, y) ∈ Θ×X ×X ;

(3) −a(ξ)−d(x, u0(ξ))b ≤ Ψk(ξ, x) ≤ Ψk+1(ξ, x) ≤ Ψ(ξ, x), ∀(ξ, x) ∈ Θ×X ;

(4) Ψ(ξ, x) = sup
k

Ψk(ξ, x), ∀(ξ, x) ∈ Θ×X ;

(5) Ψ(ξ, x) = lim
k

Ψk(ξ, x), ∀ξ ∈ Θ, ∀x ∈ dom(Ψ(ξ, ·)) ;

(6) Ψ(ξ, x) = tsup
k

Ψk(ξ, x), ∀ξ ∈ Θ, ∀x ∈ dom(Ψ(ξ, ·)).

Remarques 3.6. De la même façon que pour les applications vectorielles (c.f., Remar-

ques III.5.4), on peut faire les remarques suivantes :

1. Toute application T̂ -mesurable h : Θ −→ E1
+ vérifiant les hypothèses suivantes

peut être utilisée dans la formule d’approximation :

(i) pour tout ξ ∈ Θ, il existe νa(ξ), νb ∈ R+ tels que a(ξ) ≤ νa(ξ)h(ξ) et b ≤
νbh(ξ);

(ii) il existe une suite (σm)m de sélections T̂ -mesurables de la multiapplication Γ:

ξ 7−→ dom(Ψ(ξ, ·)) telle que (σm(ξ))m soit dense dans Γ(ξ) et

∀ξ ∈ Θ, ∀m ∈ N∗, ∃αm(ξ) ∈ R+ , ψ(ξ, σm(ξ)) ≤ αm(ξ)h(ξ) .

2. Si (Ψn)n est une suite d’intégrandes vérifiant les hypothèses du corollaire 3.5, on

peut supposer que l’élément h(ξ) de E1
+ ne dépend pas de n.

4. Quelques résultats sur l’intégration des applications vectorielles.

On donne trois résultats utiles pour la suite.
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Lemme 4.1. Soit ψ ∈ L1
E(Ω,F , µ). Alors

ψ ≥ 0 µ-p.p. ⇐⇒
∫
A

ψ dµ ≥ 0, ∀A ∈ F .

Preuve. Supposons ψ positive presque partout, et soit A ∈ F . On a∫
A

ψ dµ ∈ µ(A) coψ(A) ⊂ µ(A)E+ ⊂ E+ .

Réciproquement, supposons que A = {ω ∈ Ω : ψ(ω) ¤ 0} est de mesure strictement

positive. On a

A =
⋃
n

⋃
p

{ω ∈ Ω : 〈ψ(ω), f+
n 〉 ≤ − 1

p} .

Il existe donc n et p dans N∗ tels que Apn = {ω ∈ Ω : 〈ψ(ω), f+
n 〉 ≤ − 1

p} soit de mesure

strictement positive. On obtient alors〈∫
Apn

ψ(ω) dµ, f+
n

〉
=

∫
Apn

〈ψ(ω), f+
n 〉 dµ ≤ − 1

pµ(Apn) < 0 ,

ce qui contredit l’hypothèse
∫
A
ψ dµ ≥ 0, ∀A ∈ F . ¤

Proposition 4.2. Soit (ψn)n une suite croissante de L1
E(Ω,F , µ) telle que supn ‖ψn‖ ∈

L1
R(F). Alors ψ = supn ψn existe, ψ ∈ L1

E(Ω,F , µ) et∫
Ω

ψ dµ = sup
n

∫
Ω

ψn dµ = lim
n

∫
Ω

ψn dµ .

Preuve. Comme pour µ-presque tout ω ∈ Ω, (ψn(ω))n est une suite croissante bornée en

norme, elle converge dans E vers ψ(ω). De plus, comme supn ‖ψ‖ ∈ L1
R, du théorème de

Lebesgue on déduit que ψ ∈ L1
E(Ω,F , µ) et que ψn converge vers ψ dans L1

E(Ω,F , µ).

Ce qui donne le résultat. ¤

Proposition 4.3. Soit Ψ1 et Ψ2 deux F–intégrandes de Ω×X dans E tels que

(i) il existe une application mesurable a : Ω −→ E+, b ∈ E+ et une application

u0 : Ω −→ X tels que pour un i ∈ {1, 2},
−a(ω)− d(x, u0(ω))b ≤ Ψi(ω, x) , ∀(ω, x) ∈ Ω×X ;

(ii) pour tout u ∈ L0
X(Ω,F , µ) et A ∈ F , on a Ψi(·, u(·)) ∈ L1

E(Ω,F , µ), i = 1, 2

et ∫
A

Ψ1(ω, u(ω)) dµ ≤
∫
A

Ψ2(ω, u(ω)) dµ .

Alors il existe un µ-négligeable N tel que

∀(ω, x) ∈ (Ω \N)×X , Ψ1(ω, x) ≤ Ψ2(ω, x) .

Preuve. Soit (f+
n )n une suite dense dans E′+. Il suffit de voir que pour tout n ∈ N∗ il

existe un µ-négligeable Nn tel que

∀(ω, x) ∈ (Ω \Nn)×X , 〈Ψ1(ω, x), f+
n 〉 ≤ 〈Ψ2(ω, x), f+

n 〉 .
Or ceci est un résultat classique – voir par exemple [Bu, Proposition 2.1.3]. ¤
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5. Espérance conditionnelle des intégrandes.

Soit à présent G ⊂ F une sous-σ-algèbre µ-complète de F . On rappelle que si

ψ ∈ L1
E(Ω,F , µ), il existe une application unique EGψ ∈ L1

E(Ω,G, µ) avec ‖EGψ‖L1 ≤
‖ψ‖L1 et telle que

∀B ∈ G ,
∫
B

EGψ dµ =

∫
B

ψ dµ ,

voir [DU, Theorem V.1.4]. De plus, on a ‖EGψ‖ ≤ EG(‖ψ‖), µ-p.p. L’application EGψ

est appelée l’espérance conditionnelle de ψ par rapport à G. L’application EG : ψ 7−→
EGψ est linéaire continue de L1

E(Ω,F , µ) dans L1
E(Ω,G, µ).

Lemme 5.1. Soit ψ ∈ L1
E(Ω,F , µ). Alors

ψ ≥ 0 µ-p.p. =⇒ EGψ ≥ 0 µ-p.p.

Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 4.1 (dans L1
E(Ω,G, µ)). Soit A ∈ G. On a∫

A

EGψ dµ =

∫
A

ψ dµ ≥ 0 .

D’où EGψ ≥ 0 µ-p.p. ¤

On utilisera le résultat de C. Castaing suivant :

Théorème 5.2. ([CE, Theorem 2.1]) Soit Φ: Ω×X −→ [0,+∞] un F-intégrande réel.

Il existe un G-intégrande EGΦ espérance conditionnelle de Φ par rapport à G : pour

tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ) et tout A ∈ F , on a∫

A

EGΦ(ω, u(ω)) dµ(ω) =

∫
A

Φ(ω, u(ω)) dµ .

L’intégrande EGΦ est unique modulo les ensembles de la forme N × X où N est un

µ-négligeable de G.

Remarque 5.3. Il est clair, que pour tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on a µ-p.p. EGΦ(ω, u(ω)) =

EG [Φ(ω, u(ω))] où EG [Φ(ω, u(ω))] représente l’espérance conditionnelle de l’applica-

tion ω 7−→ Φ(ω, u(ω)). Dans la suite, on utilisera à plusieurs reprises ce fait et cette

notation.

On donne dans le théorème 5.6 un résultat d’existence de l’espérance conditionnelle

d’un intégrande vectoriel normal basé sur le résultat d’approximation du corollaire 3.5.

Tout d’abord, on étudie le cas ordre-lipschitzien.

Proposition 5.4. Soit Ψ: Ω×X −→ E un F–intégrande tel qu’il existe λ ∈ R+ et une

application F-mesurable h : Ω −→ E1
+ avec

∀(ω, x, y) ∈ Ω×X ×X , |Ψ(ω, x)−Ψ(ω, y)| ≤ λd(x, y)h(ω) .
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On suppose de plus qu’il existe u ∈ L0
X(Ω,F , µ) avec Ψ(·, u(·)) ∈ L1

E(Ω,F , µ). Alors

il existe un G–intégrande EGΨ: Ω×X −→ E tel que

∀(ω, x, y) ∈ Ω×X ×X , |EGΨ(ω, x)− EGΨ(ω, y)| ≤ λd(x, y)EGh(ω) ,

et tel que pour tout A ∈ G et tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on ait∫

A

EGΨ(ω, u(ω)) dµ(ω) =

∫
A

Ψ(ω, u(ω)) dµ(ω) .

De plus, l’intégrande EGΨ est unique modulo les ensembles de la forme N ×X où N

est un µ-négligeable de G.

Preuve. Fixons x ∈ X . Pour tout ω ∈ Ω, on a

|Ψ(ω, x)−Ψ(ω, u(ω))| ≤ λd(x, u(ω))h(ω)

≤ λh(ω) . (5.4.1)

C’est à dire

Ψ(ω, u(ω))− λh(ω) ≤ Ψ(ω, x) ≤ Ψ(ω, u(ω)) + λh(ω) .

On en déduit que Ψ(·, x) ∈ L1
E(Ω,F , µ). On peut donc définir son espérance condition-

nelle par rapport à G notée EG(Ψ(·, x)). Elle vérifie les propriétés suivantes :

i) Il existe Nx ∈ G avec µ(Nx) = 0 tel que

∀ω ∈ Ω \Nx , |EG(Ψ(ω, x))− EG [Ψ(ω, u(ω))] | ≤ λEGh(ω) ,

Cela provient de (5.4.1) et du lemme 5.1.

ii) Soit y ∈ X . Alors, il existe Nx,y ∈ G avec µ(Nx,y) = 0 tel que

∀ω ∈ Ω \Nx,y , |EG(Ψ(ω, x))− EG(Ψ(ω, y))| ≤ λd(x, y)h(ω) .

En effet, pour tout ω ∈ Ω on a

Ψ(ω, x)−Ψ(ω, y) ≤ λd(x, y)h(ω) .

Du lemme 5.1, on déduit l’existence d’un µ-négligeable Nx,y de G tel que

∀ω ∈ Ω \Nx,y , EG(Ψ(ω, x))− EG(Ψ(ω, y)) ≤ λd(x, y)EGh(ω) .

De la même façon, on montre l’existence d’un µ-négligeable Ny,x de G tel que

∀ω ∈ Ω \Ny,x , EG(Ψ(ω, y))− EG(Ψ(ω, x)) ≤ λd(x, y)EGh(ω) .
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On en déduit que

∀ω ∈ Ω \ (Nx,y ∪Ny,x) , |EG(Ψ(ω, x))− EG(Ψ(ω, y))| ≤ λd(x, y)EGh(ω) .

Soit alors D une partie dénombrable et dense dans X . Il existe un µ-négligeable N

de G tel que pour tout (x, y) ∈ D ×D, ω ∈ Ω \N , on ait

(1) |EG(Ψ(ω, x))− EG [Ψ(ω, u(ω))] | ≤ λEGh(ω) ;

(2) EG(Ψ(·, x)) ∈ L1
E(Ω,G, µ) ;

(3) |EG(Ψ(ω, x))− EG(Ψ(ω, y))| ≤ λd(x, y)h(ω).

Pour tout ω ∈ Ω \N , l’application x −→ EG(Ψ(ω, x)) est lipschitzienne sur D. On

peut donc la prolonger sur X en une application uniformément continue notée EGΨ(ω, ·),

et on pose EGΨ(ω, x) = 0 pour ω ∈ N et x ∈ X . Il est facile de voir que EGΨ est

un G-intégrande et qu’il vérifie encore les propriétés (1), (2) et (3) précédentes pour

tout (x, y) ∈ X × X, ω ∈ Ω . De plus, pour tout A ∈ G et u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on a

EGΨ(·, u(·)) ∈ L1
E(Ω,G, µ) et∫

A

EGΨ(ω, u(ω)) dµ =

∫
A

Ψ(ω, u(ω)) dµ . (5.4.2)

En effet, soit u ∈ L0
X(Ω,G, µ) une fonction étagée à valeurs dans D : il existe une

G–partition (Ai)i=1...n de Ω et (xi)i=1...n ⊂ D tels que

u =

n∑
i=1

xi1Ai .

(Ceci n’est qu’une notation puisque X ne possède pas nécessairement de structure vec-

torielle). C’est à dire que ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀ω ∈ Ai, u(ω) = xi. D’après (1), on a∣∣EGΨ(·, u(·))− EG [Ψ(·, u(·))]
∣∣ ≤ λEGh(·) ,

et donc EGΨ(·, u(·)) ∈ L1
E(Ω,G, µ). On a alors pour tout A ∈ G∫

A

EGΨ(ω, u(ω)) dµ =
n∑
i=1

∫
A∩Ai

EGΨ(ω, xi) dµ

=

n∑
i=1

∫
A∩Ai

Ψ(ω, xi) dµ

=

∫
A

Ψ(ω, u(ω)) dµ .

Soit à présent u ∈ L0
X(Ω,G, µ) quelconque. Il existe une suite (un)n d’applications de

L0
X(Ω,G, µ) étagées à valeurs dans D qui converge µ-presque partout vers u. On a donc

Ψ(·, un(·)) −→
n

Ψ(·, u(·)) µ-p.p.

EGΨ(·, un(·)) −→
n

EGΨ(·, u(·)) µ-p.p.
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De plus, pour tout ω ∈ Ω, on a

‖Ψ(ω, un(ω))‖ ≤ ‖Ψ(ω, u(ω))‖+ λd(un(ω), u(ω))

≤ ‖Ψ(ω, u(ω))‖+ λ ,

et d’après la propriété (3) ci-dessus,

‖EGΨ(ω, un(ω))‖ ≤ ‖EGΨ(ω, u(ω))‖+ λd(un(ω), u(ω))

≤ ‖EGΨ(ω, u(ω))‖+ λ .

On remarque aussi que EGΨ(·, u(·)) ∈ L1
E(Ω,G, µ) car pour tout n ∈ N∗,

‖EGΨ(·, u(·))‖ ≤ ‖EGΨ(·, un(·))‖+ λ.

En appliquant le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient alors pour

tout A ∈ G, ∫
A

EGΨ(ω, u(ω)) dµ = lim
n

∫
A

EGΨ(ω, un(ω)) dµ

= lim
n

∫
A

Ψ(ω, un(ω)) dµ

=

∫
A

Ψ(ω, u(ω)) dµ .

Ce qui prouve (5.4.2). L’unicité de l’intégrande EGΨ provient de la proposition 4.3. ¤

Remarque 5.5. De la même façon que pour le théorème 5.2 (Remarque 5.3), pour tout

u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on a EGΦ(ω, u(ω)) = EG [Φ(ω, u(ω))], µ-p.p.

Théorème 5.6. Soit Ψ: Ω×X −→ E un F–intégrande normal tel que

(i) il existe a ∈ L1
E+

(Ω,F , µ), b ∈ E+ et une application F-mesurable u0 : Ω −→
X tels que,

−a(ω)− d(x, u0(ω))b ≤ Ψ(ω, x) , ∀(ω, x) ∈ Ω×X ;

(ii) pour tout sélection u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on a Ψ(·, u(·)) ∈ L1

E(Ω,F , µ).

Alors il existe un G-intégrande normal EGΨ: Ω × X −→ E tel que pour tout u ∈
L0
X(Ω,G, µ) et tout A ∈ G, on ait∫

A

EGΨ(ω, u(ω)) dµ(ω) =

∫
A

Ψ(ω, u(ω)) dµ(ω) .

De plus, l’intégrande EGΨ est unique modulo les ensembles de la forme N ×X où N

est un µ-négligeable de G. On appelle EGΨ l’espérance conditionnelle de Ψ par rapport

à G.
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Preuve. Soit (Ψk)k≥k0 la suite définie dans le corollaire 3.5. D’après la proposition 5.4,

il existe un G–intégrande EGΨk : Ω × X −→ E espérance conditionnelle de Ψk par

rapport à G. Pour tout entier k ≥ k0 et tout (ω, x) ∈ Ω×X , on a

Ψk(ω, x) ≤ Ψk+1(ω, x) .

Il existe9 donc, d’après la proposition 4.3, un µ-négligeable N de G tel que

EGΨk(ω, x) ≤ EGΨk+1(ω, x) , ∀k ≥ k0, ∀(ω, x) ∈ (Ω \N)×X .

D’après le théorème 5.2, il existe un G–intégrande EG‖Ψ‖(ω, x) espérance conditionnelle

de l’intégrande (ω, x) 7−→ ‖Ψ(ω, x)‖. D’après la proposition 4.3, il existe10 un µ-

négligeable N ′ ∈ G contenant N tel que pour tout entier k ≥ k0 et tout (ω, x) ∈
(Ω \N ′)×X , on ait

‖EGΨk(ω, x)‖ ≤ EG‖Ψk‖(ω, x) . (5.6.1)

D’autre part, d’après le (3) du corollaire 3.5, pour tout entier k ≥ k0 et tout (ω, x) ∈
Ω×X , on a

0 ≤ Ψk(ω, x) + a(ω) + d(x, u0(ω))b ≤ Ψ(ω, x) + a(ω) + d(x, u0(ω))b,

d’où

‖Ψk(ω, x) + a(ω) + d(x, u0(ω))b‖ ≤ ‖Ψ(ω, x) + a(ω) + d(x, u0(ω))b‖ .

On en déduit que

‖Ψk(ω, x)‖ ≤ ‖Ψ(ω, x)‖+ 2‖a(ω) + d(x, u0(ω))b‖ .

D’après (5.6.1) et la proposition 4.3, il existe11 alors un µ-négligeable N ′′ ∈ G contenant

N ′ tel que pour tout (ω, x) ∈ (Ω \N ′′)×X ,

‖EGΨk(ω, x)‖ ≤ EG‖Ψk‖(ω, x) ≤ EG(‖Ψ(ω, x)‖+ 2‖a(ω) + d(x, u0(ω))b‖) .

Comme de plus la suite
(
EGΨk(ω, x)

)
k

est croissante, d’après le lemme III.3.2, elle

converge dans E vers supk E
GΨk(ω, x). On pose alors

EGΨ(ω, x) =

{
supk E

GΨk(ω, x), pour (ω, x) ∈ (Ω \N ′′)×X ,

0, sinon.

9Plus précisément, pour tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on a Ψk(ω, u(ω)) ≤ Ψk+1(ω, u(ω)). D’après le

lemme 5.1, il existe un µ-négligeableNu tel que pour tout ω ∈ Ω\Nu,EGΨk(ω, u(ω)) = EG
[
Ψk(ω, u(ω))

]
≤ EG

[
Ψk+1(ω, u(ω))

]
= EGΨk+1(ω, u(ω)). On intègre alors sur A ∈ G, et on applique la proposition 4.3.

10En fait, pour tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ), il existe un µ-négligeable Nu, tel que pour tout ω ∈ Ω \ Nu,

‖EGΨk(ω, u(ω))‖ = ‖EG
[
Ψk(ω, u(ω))

]
‖ ≤ EG

[
‖Ψk(ω, u(ω))‖

]
= EG‖Ψk‖(ω, x). On intègre alors

sur A ∈ G et on applique la proposition 4.3.
11Voir les précédentes notes.
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Grâce à la proposition III.4.7, il est clair que EGΨ est un G-intégrande normal. D’autre

part, pour tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ), Ψk(ω, u(ω)) croit vers Ψ(ω, u(ω)) et EGΨk(ω, u(ω))

vers EGΨ(ω, u(ω)). On a alors (Proposition 4.2) pour tout A ∈ G,∫
A

EGΨ(ω, u(ω)) dµ = lim
k

∫
A

EGΨk(ω, u(ω)) dµ

= lim
k

∫
A

Ψk(ω, u(ω)) dµ

=

∫
A

Ψ(ω, u(ω)) dµ .

Ce qui finit de prouver le théorème, l’unicité provenant de la proposition 4.3. ¤

Remarques 5.7. 1. Pour tout u ∈ L0
X(Ω,G, µ), on a toujours µ-p.p., EGΨ(ω, u(ω)) =

EG [Ψ(ω, u(ω))].

2. Si X est un espace de Banach séparable, le théorème 5.6 reste vrai si on remplace

L0
X(Ω,F , µ) (resp. L0

X(Ω,G, µ)) par L1
X(Ω,F , µ) (resp. L1

X(Ω,G, µ)).

3. Dans [Tb1, Chap. VI], L. Thibault obtient un résultat du même type pour des

intégrandes vectoriels dits θ-lipschitziens.

6. Loi forte des grands nombres pour les intégrandes vectoriels.

Dans cette partie, on donne une version de la loi forte des grands nombres pour les

intégrandes normaux vectoriels. Le résultat est déjà connu pour les intégrandes à valeurs

réelles ([AW2], [H]). Celui présenté ici est inspiré des travaux de C. Hess ([H, Theo-

rem 4.3]). Toutefois, le cadre vectoriel nous oblige à faire des hypothèses supplémentaires.

On donne tout d’abord un résultat sur l’espérance des intégrandes.

Proposition 6.1. Soit Ψ: Ω×X −→ E+ un F–intégrande normal tel que

∀x ∈ X , Ψ(·, x) ∈ L1
E(Ω,F , µ) .

Soit (Ψk)k la suite de F–intégrandes ordre-lipschitziens approchant Ψ donnée par le

corollaire 3.5. Pour tout k ∈ N∗ et tout x ∈ X , on définit

EΨk(x) =

∫
Ω

Ψk(ω, x) dµ(ω) ,

et

EΨ(x) =

∫
Ω

Ψ(ω, x) dµ(ω) .

Alors il existe H ∈ E1
+ tel que

(1) |EΨk(x)− EΨk(y)| ≤ kd(x, y)H, ∀(x, y) ∈ X ×X, ∀k ∈ N∗.
(2) ‖EΨk(x)− EΨk(y)‖ ≤ kd(x, y), ∀(x, y) ∈ X ×X, ∀k ∈ N∗.
(3) EΨ(x) = limk EΨk(x) = supk EΨk(x), ∀x ∈ X.

En particulier, EΨ est une application inf-continue de X dans E+.
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Preuve. Pour tout k ∈ N∗ et tout (ω, x) ∈ Ω×X , Ψk(ω, x) est définie par

Ψk(ω, x) = inf
y∈X
{Ψ(ω, y) + kd(x, y)h(ω)} ,

où h ∈ L1
E(Ω,F , µ). Grâce au lemme 4.1, on a pour tout k ∈ N∗ et tout (ω, x, y) ∈

Ω×X ×X ,

|EΨk(x)− EΨk(y)| ≤
∫

Ω

|Ψk(ω, x)−Ψk(ω, y)| dµ(ω)

≤
∫

Ω

kd(x, y)h(ω) dµ(ω)

≤ kd(x, y)

∫
Ω

h(ω) dµ(ω) .

On note alors H =
∫

Ω
h(ω) dµ(ω). On a donc montrer (1) et (2) en découle. Fixons x ∈

X . D’après le théorème 3.4, pour tout (ω, x) ∈ Ω×X , on a Ψ(ω, x) = limk Ψk(ω, x) =

supk Ψk(ω, x). De plus, on a ‖Ψk(ω, x)‖ ≤ ‖Ψ(ω, x)‖. La proposition 4.2 permet alors

d’obtenir (3). D’autre part, grâce à la proposition III.4.7, EΨ est inf-continue. ¤

Théorème 6.2. Soit (Un)n une suite de variables aléatoires de (Ω,F) dans (Θ, T )

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) et U : (Ω,F) −→ (Θ, T ) une variable

aléatoire. Soit Ψ: Θ×X −→ E+ un T –intégrande normal positif. On suppose que pour

tout n ∈ N∗, on a

Ψ (Un(ω), x) ≤ Ψ (U(ω), x) , ∀(ω, x) ∈ Ω×X ,

et que pour tout x ∈ X , on a

ν(x) = sup
ξ∈Θ
‖Ψ(ξ, x)‖ < +∞ .

Pour tout n ∈ N∗ et tout (ω, x) ∈ Ω×X , on pose

Πn(ω, x) =
1

n

n∑
i=1

Ψ (Ui(ω), x) .

Il existe alors un µ-négligeable N tel que pour tout ω ∈ Ω \N , on ait

V∗u - lim Πn(ω, ·) = EΨ(U1, ·) .

Preuve. On doit montrer qu’il existe un µ-négligeable N tel que pour tout ω ∈ Ω \ N
et pour toute sous-suite (Πnp)p de (Πn)n, on sache extraire une suite (Πnq )q telle que

pour tout x ∈ X ,

V- lim Πnq (ω, x) ≤ EΨ(U1, x) , (6.2.1)

V- lim Πnq (ω, x) ≥ EΨ(U1, x) . (6.2.2)
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Soit x ∈ X . Comme l’application ξ 7−→ Ψ(ξ, x) est (T ,B(E))-mesurable, la suite

(Ψ(Ui(·), x))i est i.i.d. D’après la loi forte des grands nombres vectorielle ([H-J, Theo-

rem 5.1]) appliquée à la suite (Ψ(Ui(·), x))i, il existe un µ-négligeable N1
x tel que

lim
n

Πn(ω, x) = lim
n

1

n

n∑
i=1

Ψ(Ui(ω), x) = EΨ(U1, x) , ∀ω ∈ Ω \N1
x .

Soit alors D = {xm : m ∈ N∗} le sous-ensemble dénombrable dense dans X donné par

la proposition III.4.13 (avec φ(x) = EΨ(U1, x)). On pose

N1 =
⋃
x∈D

N1
x .

On a donc pour tout (ω, x) ∈ (Ω \N1)×D,

lim
n

Πn(ω, x) = EΨ(U1, x) . (6.2.3)

D’autre part, on définit une application (T ,B(E))-mesurable h : Θ −→ E+
1 par

∀ξ ∈ Θ , h(ξ) =
∑
m

2−m
Ψ(ξ, xm)

ν(xm) + 1
.

Soit alors pour tout k ∈ N∗ et tout (ξ, x) ∈ Θ×X ,

Ψk(ξ, x) = inf
y∈X
{Ψ(ξ, y) + kd(x, y)h(ξ)} .

Il est clair que Ψk approche Ψ dans le sens du corollaire 3.5. On pose

ΨUi(ω, x) = Ψ (Ui(ω), x) et Ψk
Ui(ω, x) = Ψk (Ui(ω), x) .

Fixons x ∈ X . Remarquons que les Ui sont (F , T )-mesurables et donc (F , T̂ )-mesu-

rables ([DM, Remarque II.32.c]). De plus, comme l’application ξ 7−→ Ψk(ξ, x) est

(T̂ ,B(E))–mesurable, la suite
(
Ψk
Ui

(·, x)
)
i

est i.i.d.

Pour tout n ∈ N∗ et tout (ω, x) ∈ Ω×X , on a

Πn(ω, x) =
1

n

n∑
i=1

Ψ (Ui(ω), x) ≤ Ψ (U(ω), x) .

(On en déduit que V- lim Πn(ω, x) ∈ E.) De plus, il est clair que Πn est un F–intégrande

normal positif. D’après le théorème 3.4, il existe une suite (Πk
n)k de F–intégrandes ordre-

lipschitziens approchant Πn donnée par

Πk
n(ω, x) = inf

y∈X
{Πn(ω, y) + kd(x, y)h̃(ω)} ,
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où

h̃(ω) =
∑
m

2−m
Ψ (U(ω), xm)

‖Ψ (U(ω), xm) ‖+ 1
.

Considérons aussi

h (U(ω)) =
∑
m

2−m
Ψ (U(ω), x)

ν(xm) + 1
.

On a

∀i ∈ N∗, ∀ω ∈ Ω , h̃(ω) ≥ h (U(ω)) ≥ h (Ui(ω)) .

Il en découle que

Πk
n(ω, x) = inf

y∈X
{Πn(ω, y) + kd(x, y)h̃(ω)}

= inf
y∈X

{
1

n

n∑
i=1

[
Ψ (Ui(ω), y) + kd(x, y)h̃(ω)

]}

≥ 1

n

n∑
i=1

inf
y∈X
{Ψ (Ui(ω), y) + kd(x, y)h̃(ω)}

≥ 1

n

n∑
i=1

inf
y∈X
{Ψ (Ui(ω), y) + kd(x, y)h (Ui(ω))}

≥ 1

n

n∑
i=1

Ψk
Ui(ω, x) . (6.2.4)

Fixons alors k ∈ N∗ et x ∈ X . D’après la loi forte des grands nombres vectorielle ([H-J,

Theorem 5.1]) appliquée à la suite de variables aléatoires i.i.d. (Ψk
Ui

(·, x))i, il existe un

µ-négligeable Nk
x tel que

lim
n

1

n

n∑
i=1

Ψk
Ui(ω, x) = EΨk(U1, x) , ∀ω ∈ Ω \Nk

x . (6.2.5)

Soit

N2 =
⋃
k∈N∗

⋃
x∈D

Nk
x , et N = N1 ∪N2 .

Fixons ω ∈ Ω \ N et soit (Πnp)p une sous-suite de (Πn)n. Pour tout x ∈ D et tout

k ∈ N∗, on a d’après (6.2.3) et (6.2.5),

lim
p

Πnp(ω, x) = EΨ(U1, x) ,

lim
p

1

np

np∑
i=1

Ψk
Ui(ω, x) = EΨk(U1, x) .

(6.2.6)

D’après la proposition III.3.7, pour tout x ∈ D et tout k ∈ N∗, il existe une suite (τkx (p))p

extraite de (np)p telle que

(
Πτkx (p)(ω, x)

)
p

et

 1

τkx (p)

τkx (p)∑
i=1

Ψk
Ui(ω, x)


p
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convergent pour l’ordre vers EΨ(U1, x) et EΨk(U1, x). En particulier, on a

lim
n

Πτkx (p)(ω, x) ≤ EΨ(U1, x) ,

lim
n

1

τkx (p)

τkx (p)∑
i=1

Ψk
Ui(ω, x) ≥ EΨk(U1, x) .

(6.2.7)

On peut supposer que
(
τk+1
xk+1

(p)
)
p

est une sous-suite de
(
τkxk(p)

)
p

pour tout k ∈ N∗.

Posons alors (nq)q =
(
τ qxq (q)

)
q
. Pour tout x ∈ D et tout k ∈ N∗, on a d’après (6.2.7),

lim
q

Πnq (ω, x) ≤ EΨ(U1, x) , (6.2.8)

lim
q

1

nq

nq∑
i=1

Ψk
Ui(ω, x) ≥ EΨk(U1, x) . (6.2.9)

Montrons à présent (6.2.1) : d’après (6.2.8), on a pour tout x ∈ D,

EΨ(U1, x) ≥ lim
q

Πnp(ω, x) ≥ V- lim Πnq (ω, x) .

Par la proposition III.6.3, V- lim Πnq (ω, ·) est inf-continue sur X . La proposition III.4.13

permet de conclure que pour tout x ∈ X , on a

EΨ(U1, x) ≥ V- lim Πnq (ω, x) .

Ce qui prouve (6.2.1). Montrons (6.2.2) : de (6.2.4) et (6.2.9), on déduit que pour tout

x ∈ D et tout k ∈ N∗, on a

lim
q

Πk
nq (ω, x) ≥ EΨk(U1, x) . (6.2.10)

Comme les deux membres de l’inégalité sont (ordre)-lipschitziens, (6.2.10) reste vrai

pour tout x ∈ X et tout k ∈ N∗. Finalement en prenant le suprémum sur k ∈ N∗, on

trouve, en tenant compte des propositions 6.1 et III.6.3 (ou du théorème 3.4),

∀x ∈ X , V- lim Πnq (ω, x) = sup
k

lim
q

Πk
nq (ω, x) ≥ EΨ(U1, x) .

Ce qui prouve (6.2.2) et achève la preuve. ¤

7. Théorème ergodique pour les intégrandes vectoriels.

Dans cette section, on établit un résultat de type ergodique pour un intégrande vectoriel

normal. Un résultat du même type a été récemment démontré par C. Castaing et F. Ezzaki

dans [CE].
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Théorème 7.1. Soit T : (Ω,F , µ) −→ (Ω,F , µ) une application F-mesurable préservant

la mesure µ (i.e. ∀A ∈ F , µ(T (A)) = µ(A)) et ergodique (i.e. T (A) = A =⇒ µ(A) =

0 ou 1). Soit Ψ: Θ×X −→ E+ un T –intégrande normal positif. On suppose qu’il existe

un T –intégrande normal positif Φ: Ω×X −→ E+ tel que

Ψ
(
T iω, x

)
≤ Φ(ω, x) , ∀(ω, x) ∈ Ω×X , ∀i ∈ N .

Pour tout n ∈ N∗ et tout (ω, x) ∈ Ω×X , on pose

Πn(ω, x) =
1

n

n∑
i=1

Ψ
(
T iω, x

)
.

Il existe alors un µ-négligeable N tel que pour tout ω ∈ Ω \N , on ait

V∗u - lim Πn(ω, ·) = EΨ(·) .

Preuve. La preuve est en grande partie similaire à celle du théorème 6.2. On doit montrer

qu’il existe un µ-négligeable N tel que pour tout ω ∈ Ω \ N et pour toute sous-suite

(Πnp)p de (Πn)n, on sache extraire une suite (Πnq )q telle que pour tout x ∈ X ,

V- lim Πnq (ω, x) ≤ EΨ(x) , (7.1.1)

V- lim Πnq (ω, x) ≥ EΨ(x) . (7.1.2)

Soit x ∈ X . D’après un théorème ergodique classique (c.f. [BS, Corollary 7] ou [Kr])

appliqué à Ψ(·, x), il existe un µ-négligeable N1
x tel que

lim
n

Πn(ω, x) = lim
n

1

n

n∑
i=1

Ψ(T iω, x) = EΨ(x) , ∀ω ∈ Ω \N1
x .

Soit alors D = {xm : m ∈ N∗} le sous-ensemble dénombrable dense dans X donné par

la proposition III.4.13 (avec φ(x) = EΨ(x)). On pose

N1 =
⋃
x∈D

N1
x .

On a donc pour tout (ω, x) ∈ (Ω \N1)×D,

lim
n

Πn(ω, x) = EΨ(x) . (7.1.3)

Soit alors pour tout k ∈ N∗,

Ψk(ω, x) = inf
y∈X
{Ψ(ω, y) + kd(x, y)h(ω)}

Πk
n(ω, x) = inf

y∈X
{Πn(ω, y) + kd(x, y)h(ω)} ,
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les approximations12 de Ψ et Πn données par le théorème 3.4. Il est clair que

Πk
n(ω, x) ≥ 1

n

n∑
i=1

Ψk(T iω, x) . (7.1.4)

Fixons alors k ∈ N∗ et x ∈ X . D’après [BS, Corollary 7] appliqué à Ψk(·, x), il existe

un µ-négligeable Nk
x tel que

lim
n

1

n

n∑
i=1

Ψk(T iω, x) = EΨk(x) , ∀ω ∈ Ω \Nk
x . (7.1.5)

Soit

N2 =
⋃
k∈N∗

⋃
x∈D

Nk
x , et N = N1 ∪N2 .

Fixons ω ∈ Ω \ N et soit (Πnp)p une sous-suite de (Πn)n. Pour tout x ∈ D et tout

k ∈ N∗, on a d’après (7.1.3) et (7.1.5),

lim
p

Πnp(ω, x) = EΨ(x) ,

lim
p

1

np

np∑
i=1

Ψk(T iω, x) = EΨk(x) . (7.1.6)

D’après la proposition III.3.7, pour tout x ∈ D et tout k ∈ N∗, il existe une suite (τkx (p))p
extraite de (np)p telle que

(
Πτkx (p)(ω, x)

)
p

et

 1

τkx (p)

τkx (p)∑
i=1

Ψk(T iω, x)


p

convergent pour l’ordre vers EΨ(x) et EΨk(x). En particulier, on a

lim
n

Πτkx (p)(ω, x) ≤ EΨ(x) ,

lim
n

1

τkx (p)

τkx (p)∑
i=1

Ψk(T iω, x) ≥ EΨk(U1, x) .
(7.1.7)

On peut supposer que
(
τk+1
xk+1

(p)
)
p

est une sous-suite de
(
τkxk(p)

)
p

pour tout k ∈ N∗.

Posons alors (nq)q =
(
τ qxq (q)

)
q
. Pour tout x ∈ D et tout k ∈ N∗, on a d’après (7.1.7),

lim
q

Πnq (ω, x) ≤ EΨ(x) , (7.1.8)

lim
q

1

nq

nq∑
i=1

Ψk(T iω, x) ≥ EΨk(x) . (7.1.9)

12Remarquons que comme Πn et Ψ sont majorés par Φ, on peut prendre la même fonction h dans les
définitions de Πkn et Ψk .
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Montrons à présent (7.1.1) : d’après (7.1.8), on a pour tout x ∈ D,

EΨ(x) ≥ lim
q

Πnp(ω, x) ≥ V- lim Πnq (ω, x) .

Par la proposition III.6.3, V- lim Πnq (ω, ·) est inf-continue sur X . La proposition III.4.13

permet de conclure que pour tout x ∈ X , on a

EΨ(x) ≥ V- lim Πnq (ω, x) .

Ce qui prouve (7.1.1). Montrons (7.1.2) : de (7.1.4) et (7.1.9), on déduit que pour tout

x ∈ D et tout k ∈ N∗, on a

lim
q

Πk
nq (ω, x) ≥ EΨk(x) . (7.1.10)

Comme les deux membres de l’inégalité sont (ordre)-lipschitziens, (7.1.10) reste vrai

pour tout x ∈ X et tout k ∈ N∗. Finalement en prenant le suprémum sur k ∈ N∗, on

trouve, en tenant compte des propositions 6.1 et III.6.3 (ou du théorème 3.4),

∀x ∈ X , V- lim Πnq (ω, x) = sup
k

lim
q

Πk
nq (ω, x) ≥ EΨ(x) .

Ce qui prouve (7.1.2) et achève la preuve. ¤



     

CONCLUSION GÉNÉRALE

Ce bref chapitre annoncé “conclusion générale” regroupe diverses remarques plus ou

moins générales sur différents points des chapitres précédents ainsi que quelques idées

n’ayant pas encore été développées. Par commodité, je les présente par chapitres.

Remarques sur le chapitre I.

Dans tout ce chapitre, on a supposé que (Ω,F , µ) était un espace probabilisé complet.

Il est clair qu’il suffit de supposer µ finie. De plus l’hypothèse de complétude, i.e., F
µ-complète, peut être facilement supprimée ([BGJ, Proof of Lemma 4.3]) : la principale

difficulté est dû à l’utilisation de sélections F-mesurables d’une multifonction. Or, en

raisonnant comme dans [HU, Remark 1, p. 163], il n’est pas nécessaire de supposer F
µ-complète.

Remarques sur le chapitre II.

Dans ce chapitre, nous avons essayé de considérer les espaces les plus généraux pour

X et E. Toutefois, par soucis de simplification, nous nous sommes limités à prendre pour

X un espace topologique polonais et pour E un espace de Banach réflexif séparable. On

doit pouvoir avec beaucoup de prudence supprimer l’hypothèse de reflexibilité sur E.

Toutefois, cela apporte quelques difficultés supplémentaires dans l’utilisation des mesures

vectorielles. (Voir [No1], [No2]). Les hypothèses sur X peuvent être plus facilement

affaiblies. Le théorème 6.1 reste valide pour un espace topologique complètement régulier

souslinien X . Toutefois, pour établir les résultats d’épi-convergence de la section 3, il est

nécessaire de supposer X parfaitement normal (pour appliquer le théorème de Michael)

et vérifiant le premier axiome de dénombrabilité.

Dans la section 3, on a été amené à introduire une nouvelle notion de convergence

pour les multifonctions Γ autre que la convergence point par point des images Γ(t) au

sens de Kuratowski. Plus précisément, on dit qu’une suite de multifonction (Γk)k d’un

polonais S dans E converge vers Γ∞ si

Γ∞(s) ⊂ Li
(
Γk(sk)

)
Ls
(
Γk(s)

)
⊂ Γ∞(s)

∀s, sk ∈ S , sk → s ,

∀s ∈ S .
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Dans la proposition III.3.6, on étudie quelques relations entre cette notion et d’autres

définitions. De plus, il est clair que (pour des multifonctions à valeurs convexes fermées)

la limite est unique puisque pour tout s ∈ S, Γ∞(s) est la limite au sens de Kuratowski-

Painlevé de (Γk(s))k. Il serait intéressant de voir si la limite Γ∞ est semi-continue

inférieurement sur S.

Le théorème III.5.5 suppose implicitement que la solution du processus de Rafle

du second ordre n’est pas unique. Car sinon, l’ensemble S sur lequel on minimise la

fonctionnelle intégrale serait réduit à un point ! A ma connaissance, personne n’a su

jusqu’à présent démontrer la non-unicité (ou l’unicité) de la solution du processus de

rafle du second ordre. L’avis des spécialistes semble pencher vers la non-unicité.

Remarques sur le chapitre III.

L’historique de l’approximation lipschitzienne considérée dans l’introduction du cha-

pitre III est très flou. Il est difficile d’attribuer cette approximation de façon certaine à

un auteur particulier. Dès 1899, R. Baire étudie les fonctions semi-continues et démontre

qu’elles sont limites de fonctions continues. A ma connaissance13, ses démonstrations

n’utilisent pas d’approximation lipschitzienne. La “première” utilisation de l’approxima-

tion lipschitzienne serait faite14 par Hausdorff en 1935 (“Mengenlehre,” Dover, New

York, 1935). A défaut de référence antérieure, il faudrait donc désigner cette approxima-

tion par “Hausdorff approximation.”

Dans la section 6 concernant la convergence des applications vectorielles, on n’a

considéré que des minima et infima classiques (“ideal minima” comme les nomment

D.T. Luc dans [Lu]) c’est-à-dire définis par l’ordre sur E. Or dès que l’ordre n’est plus

total, un minimum n’est généralement pas atteint — même à ε près. Pour cette raison, il

est souvent nécessaire de considérer des minima de Pareto définis pour A ⊂ E par

P-min(A) = {e ∈ A : e /∈ A+ (E+ \ {0})} .

Lorsque E est de dimension finie, il est possible de définir une convergence variationnelle

donnant des propriétés de convergence des Pareto (voir [Le2]). Lorsque E est de dimen-

sion infinie, l’entreprise est plus ardue. B. Lemaire dans [Le1] a introduit une notion de

convergence variationnelle permettant aussi de conserver la convergence des Pareto. Cette

convergence est définie en termes d’épigraphes et de complémentaire d’hypographes st-

ricts. Jusqu’à présent, je n’ai pas réussi à établir de relation entre cette convergence et la

convergence des approximations définies dans la section 5.

13Je me réfère à la Thèse de Baire de 1899 ainsi qu’à ses “Leçon sur les fonctions discontinues,” Gauthier-
Villars, Paris, 1905.

14Je remercie E.J. Balder de m’avoir communiqué cette référence.
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Remarques sur le chapitre IV.

Originellement, j’ai cherché à obtenir une approximation lipschitzienne des fonctions à

valeurs vectorielles pour établir un résultat de représentation intégrale des fonctionnelles

du type

Ψ: L1
X ×F −→ E+, (u,A) 7−→

∫
A

ψ
(
ω, u(ω)

)
dµ(ω) .

Ce résultat est connu pour les fonctionnelles à valeurs réelles (voir e.g., [Bu]). Le

problème essentiel que je n’ai pu résoudre est le suivant : si on suppose que Ψ(u,A∪B) =

Ψ(u,A) + Ψ(u,B), ce qui est une hypothèse nécessaire pour obtenir une représentation

intégrale de Ψ, comment montrer que les approximations Ψk vérifient aussi cette rela-

tion ?

Recherches futures.

Je pense que la plupart des utilisations des critères de restriction d’oscillations ont été

obtenus dans le chapitre I ainsi que dans [BGJ], qui contient en outre des applications à

la convergence au sens de Pettis.

Comme dit plus haut, la notion de convergence pour les multifonctions introduite

au chapitre II n’a pas été complètement étudiée. Il reste, je pense, encore du travail à

faire. Outre la semi-continuité de la limite, il serait intéressant de voir qu’elles notions

sortent de cette convergence lorsqu’on l’applique à des multifonctions particulières, e.g.,

épigraphes, opérateurs maximaux monotones . . . On peut aussi considérer de la même

façon une convergence plus faible (ou plus forte) en considérant les limites Ls et Li pour

la topologie faible — je pense bien sûr à une “Mosco-convergence” des multifonctions.

En ce qui concerne la convergence des applications vectorielles, il reste certainement

beaucoup de travail à faire. En particulier je n’ai pu obtenir, jusqu’à présent de relation

entre la convergence des fonctions et leur sous-différentiel ni leur conjuguée (dans le

sens de [BPT]).

Finalement, il serait intéressant d’obtenir des applications aux résultats “stochastiques”

obtenues dans le chapitre IV. Je pense en particulier à des applications à l’économie

mathématique et en particulier à la théorie des équilibres économiques (c.f., e.g., [MC]).
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[HU] F. Hiai & H. Umegaki, Integrals, conditional expectations, and martingales of

multivalued functions, J. Multivariate Anal. 7 (1977), 149–182.

[H-J] J. Hoffmann-Jørgensen, Probability and geometry of Banach spaces, Functional

Analysis, Proceedings, Dubrovnik 1981 (D. Botkovic, H. Kraljevic & S. Kurepa,

eds.), Lecture Notes in Math., vol. 948, Springer–Verlag, Berlin, 1982.

[IT] C. Ionescu Tulcea, Two theorems concerning the desintegration of measures,

J. Math. Anal. Appl. 26 (1969), 376–380.

[Jb] V. Jalby, Convergence criterions in L1
E-spaces, Preprint (1992), Dépt. de Math.,
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ser, Basel, 1993.

[Mo1] J.J. Moreau, Rafle par un convexe variable. I, Sém. Anal. Convexe 1 (1971),

15.1–15.43; II, Sém. Anal. Convexe 2 (1972), 3.1–3.36.
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Doctorat d’Etat, Université Montpellier II, 1987.
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Rend. Istit. Mat. Univ. Trieste).


	Sommaire
	Introduction Générale
	I. Critères de convergence
	1. Introduction
	2. Notations. Critères de restriction d’oscillations
	3. Convergence forte dans L1
	4. Convergence en mesure dans L1

	II. Epi-convergence des fonctionnelles intégrales
	1. Introduction.
	2. Notations. Définitions.
	3. Epi-convergence des fonctionnelles int´ egrales.
	4. Résultat de stabilité dans le processus de rafle
	5. Stabilité et existence de minimum dans le processus de rafle du second ordre.
	6. Appendice : semi-continuité des fonctionnelles intégrales
	7. Appendice : produit de mesures.

	III. Approximation des applications vectorielles
	1. Introduction
	2. Notations
	3. Résultats de convergence. Rappels.
	4. Inf-continuité
	5. Résultat d’approximation
	6. Convergence des applications vectorielles

	IV. Convergence des intégrandes vectoriels
	1. Introduction
	2. Notations
	3. Approximation des intégrandes
	4. Quelques résultats sur l’intégration
	5. Espérance conditionnelle des intégrandes.
	6. Loi forte des grands nombres
	7. Théorème ergodique

	Conclusion générale
	Remarques sur le chapitre I.
	Remarques sur le chapitre II.
	Remarques sur le chapitre III.
	Remarques sur le chapitre IV.
	Recherches futures.

	Références

