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Exercicel (20 min, 4 points)
On considére I'application ¢ définie de R® dans R? par ¢(x, ¥, 2) = (y — 3z, x + 22).
1) On montre que ¢ est une application linéaire :

(9, 2)+ (¥, 2))=p(x+x,y+V,2+2)=((v+yY)-3(E=+2),(x+x)+2(z+2"))
=(y—3z,x+22)+ (¥ =32, x' +22') = ¢(x,y,2) + $(x', ¥, 2)

¢(/1(x: Y, Z)) = ¢(/LX, /13’, /‘lZ) = (/13’ - 3/127 Ax + 2/12')
=AUy —3z,x +22) = 1p(x, y, 2)

2) Ona

(x) y—32=0 y=3z —2
X=\y ekergb:»qb(x,y,z):(o,o)(:»{ 4:){ . — X=z| 3

s x+2z=0 x=-=2 1

Une base de ker ¢ est donc le vecteur (-2, 3,1)". D’ou dim ker ¢ = 1.
3) Ona¢(e;) = ¢(1,0,0) = (0, 1), ¢(e;) = $(0,1,0) = (1,0) et ¢(e3) = $(0, 0, 1) = (-3, 2)". D’'ou la matrice

de ¢
Mo=(7 5 5)

4) On en déduit

Exercice Il (40 min, 6 points)
On considere la matrice
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1)
5—-1 2 -2 52 9
PA(/l)=det(A—/113)=< 0 3-1 0 =(3—/1)‘ ; 1‘ l‘:—(/l—s)z(/l—l)
4 4 —-1-2 T

2) Les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique.
Onadoncd =1(x1)etd=3(x2).
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3) Pour montrer que A est diagonalisable, on détermine les sous-espaces propres :

X 4x+2y—-2z=0 —0 1
X=|y|€E = A-1)X=0 = 2y =0 {:){y—z = X=x|0
Z=2x
b4 4x+4y—22=0 2
Une base de E; est donc {(1, 0, 2)'} et dim E; = 1. De méme,

x 2x+2y—2z2=0 1 0
X=|y|€E; < (A-3[;5)X=0 < {0=0 = z=x+y = X=x|0|+y[1
z Ax+4y—4z=0 1 1

Une base de E; est donc {(1,0,1)’,(0,1,1)'} et dimE; = 2.
Comme la matrice A (3 X 3) posséde 3 valeurs propres (en les comptant suivant leur ordre de multiplicité)
etcomme dimE; =1 = o(1) et dim E; = 2 = 0(3), on en déduit que A est diagonalisable.

4) La matrice diagonale D associée a A est la matrice des valeurs propres.
5) La matrice de passage est la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres.

100 110
D=(0 3 0 P=|0 0 1 A = pDP!
0 0 3 2 11

6) On sait que A¥ = PD*P~! avec

1 0 0
D=0 3K o
o o 3F

Exercice Ill (30 min, 5 points)
On considere I'équation récurrente

E) 3u,,,+8u, ;—3u,=10x3" neN
( n+2 n+1 n

1) L’équation homogene (E,) est 3v,,,8v,,;—3v, = 0. Son équation caractéristique est donc 3r*+8r—3 = 0.
Ses racines sontr; = —3 etr, = 1/3. La solution générale de (E,) est donc|v, = K;(—3)" + K,37"
2) Le second membre de (E) étant de la forme 37", on cherche une solution particuliere sous la forme
it, = Kn3™" (car K37" est déja solution de I’équation homogeéne).

Onai,,, = %(n +1)3 et ., = g(n + 2)37". En remplagant dans (E) on trouve

K K K K 2K K
(E) = 33(11 +2)37" + 85(” +1)37"-3Kn3"=10x3" < <§ + 8? - 3K>n + 3 + 8K _ 10

3
= %:10(:»1{:3

D’ou la solution particuliere de (E) : .

3) La solution générale de (E) est donc
u, =v, +i, =K (-3)"+K,37"+3n3™"

4) Montrer qu’il existe une unique solution (ii,,) de (E) ayant une limite finie lorsque n tend vers 'infini et
vérifiant @i, = 1.
Ona

lign/lln =K, lir1;n(—3)” +K, lirrzn 37" +3 liign n3™" =K, lilgn(—S)” +0+0€eR < K; =0

D’ou
=1 < K,3°+0=1 < K, =1

Finalement, |7, = 37"+ 3n37"|.
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Exercice IV (30 min, 5 points)
On considere ’équation différentielle suivante :

25 (1) + x(t) = et (E)

On réécrit 'équation (E) sous forme résolue :
' 1 _ 1 1/t
(E) X (t) + t_Zx(t) = t—ze

L’équation (E) n’est donc définie que lorsque t # 0. De maniere a travailler sur un intervalle, on suppose
quet > 0.

1) La solution générale x;,(t) de 'équation homogene (E,) est

"(t
E) = 2O+ 2x0 =0 = D L o)=L+ cste < [ () = Ket
2 D P i

ou K est une constante réelle.
2) On cherche une solution particuliere x,(t) de (E) en utilisant la méthode de variation de la constante :

K(t
x,(t) = K()e'! = x(t) = K'(t)e!" — %e”f
En remplacant dans (E), on trouve
K(t 1 1 1 -1
(E) = K'(t)e't — Qe”w —K(t)e''= =/t = K'(t)= = = K@) = —
t2 t2 t2 t2 t

Une solution particuliere de (E) est donc

e AT
xp(t) = Te

3) Lasolution générale x(t) de (E) est alors

1
x, (1) = x5(1) + x,(t) = Kel't — ?el/t

Elle est définie pour t > 0 (cf début de I'exercice).

4) Ona
¥(1)=e < Ke—e=e < K=2

NPT . - 1
D’ot I'unique solution | %(t) = 2e"/* — ?el/t )

5) La limite de %(¢) lorsque t tend vers +oo est

lim x(t)=2xe’+0=2

t—>+4+00
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