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Exercice | (30 min, 5 points)
On consideére le probleme de minimisation suivant :

minimiser f(x, y) = x> + y* + 2x

o |

sous les contraintes y —2x < letx > 0.

1) La fonction x — x> + 2x est une fonction convexe sur R de la variable x. La fonction y ~ y? est une fonction
convexe sur R de la variable y.
Donc f(x, y) est une fonction convexe sur R* comme somme de deux fonctions convexes sur R.

2) Les contraintes se réécrivent y — 2x — 1 < 0 et —x < 0. Le lagrangien associé a (P) est

L(xX, Yy, fo) = X2 + Y? + 20 + 1y (y — 2 — 1) + pp(—x)

Les CNO de KT sont alors

Lo (2, Yy f1s Mo) = 2X +2 =20y — ) =0 L3/<x’yuu1uu2) =2y+u; =0 1)
p(y—2x—-1)=0 po(—=x) =0 ®)
M1 20 Mo 20 (4)
y—2x—-1<0 -x<0 (5)
3) Pour résoudre le probleme (P), on étudie successivement les 4 cas suivants :
s Uy = Uy = 0:les équations (1) donne x = —1 qui ne vérifie pas la seconde contrainte (x > 0). Ce cas est donc
impossible.
* u; > 0etu, =0: Les équations (3) donnent y = 2x + 1. En replagant dans les équations (1), on trouve :
2x+2—-2u; =0 x=pu;—1 x=2/5-1=-3/5
H — M —
4x+2+u; =0 4uy —4+2+pu,; =0 M =2/5

Comme x = —3/5 ne vérifie pas la contrainte x > 0, ce cas est impossible.
« u; =0etu, > 0:les équations (3) donnent x = 0. En remplacant dans les équations (1), on trouve

2—u,=0 =2
M — Mo
2y =0 y=0
On trouve donc un point candidat (x,, y,) = (0, 0) avec u; =0 et u, = 2.

e uy > 0etu, > 0. Les équation (3) donnent (x, y) = (0,1). En remplagant dans les équations (1), on trouve
4y = —2 # 0. Donc ce cas est impossible

En conclusion, le probleme (P) admet un unique point critique (x;, ¥,) = (0,0) avec u; = 0 et u, = 2.

Les contraintes sont qualifiées car affines. Comme la fonction f est convexe et les contraintes sont convexes (car
affines), on en déduit que (P) admet un minimum global en (%, ¥,) = (0, 0).

4) Lazone grisée correspond aux points admissibles (vérifiant les contraintes).
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y—2x=1

/ (0,0) x

Exercice Il (30 min, 5 points)

Soit (u,,),, la suite définie par

u2

1 2
u0=§ un+1=§un+?n vneN

1) Onau, =7/27.

2) Pour montrer que la suite est a termes strictement positifs, on fait une raisonnement par récurrence : u, = 1/3 > 0.

On suppose que u,, > 0. On a alors

u2
n

Upp1 = §un+€ >0
>0 >0

Donc la suite est a termes strictement positifs.

3) On procede de méme pour vérifier que la suite est majorée par 1: 1, = 1/3 < 1. On suppose u, < 1. On a alors

u2 2

2 n 1
U1 = U, +— < -+-=1
n+1 3n \3 3
4) Comme u, > 0,
2
u.
Unt1 3un+?n 2 U, 2 1
= =-+—<Z+=-=1
u u 3 3 3 3

La suite est donc décroissante.
5) La suite (u,) est décroissante et minorée (par 0), donc elle converge.

6) Onau,,, = f(u,)avec f(x) = %x + %xz une fonction continue. Pour ¢ = limu,, ona £ = f(¢). D’ou

2
2=§£+% e 0 =240 e P-0=0 e 00—1)=0 <> 0=0oul=1

Comme la suite est décroissante et 1, = 1/3, sa limite ne peut étre que £ = 0.

Exercice Ill (20 min, 3 points)
On considére la série de terme général

1
U, =——————¥—— VneN
@2n+1(2n+3)
1) Ona
<u ;<L<i

n

T @n+1@2n+3)  4n2  n?
La série (Z%) est une série de Riemann convergente (o« = 2 > 1). On en déduit que la série (Zu,,) converge.
2) On vérifie que

1[1 1
2

1 2n+3)—(2n+1) 1 2 3
2n+1_2n+3]_§[ ]_5[ ]_ "

2n+1)(2n + 3) 2n+1)2n + 3)

3) On calcule la somme partielle :
n
11 1 1 1 1 1
oo S 3[E-eG-e-2)
,;u" 2[(1 3/ 73 5)+<5 77

1 1 1
=—-|1- ]—>—= u
[ 2n+31 noeo 2 Z "

(55 mv1)* (5 @vs)
+ - + -
2n—1) 2n+1 2n+1) 2n+3

2
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Exercice IV (20 min, 4 points)
L’intégrale I est convergente car

b b
. . -1 . -1 1 1
I= lim te‘t2 dx = lim [—e‘tz] = lim (— e'b2 +—> ==
b=+oo Jo b>+oo L 2 0o b=t \ 2

L’intégrale J cdiverge car

0

L’intégrale K se décompose en deux intégrales :

+o0 1 1 1 + o0 1
K=/ dx=/ dx+f dx =K, +K,
0 Ax+12 0 \x+12 1 AJx+t2

L’intégrale K; converge (en 0) car

r 1
Vx+t2 0\t

L’intégrale K, converge (en +o0) car

1
1
et f —dt convergecara =1/2<1
0 \/?

1
\[;-+t2';; t

Les intégrales K; et K, convergeant, il est en de méme de K.

| —

N

+o0 1
et f " dt convergecara =2>1
t
1

Exercice V (20 min, 3 points)
Soit T le trapeze de sommets (0, 0), (1, 1), (2,1), (2, 0) et I I'intégrale double définie par

I= f/Zydxdy
T

1) Le trapéze T se décompose en un triangle T; et un carré T, :

N
(1,1 (2,1)
y=x
T,
Tl

(0,0) (1,0) (2,0) *
Ona

T 0<x<l1 T 1<x<£2

(ny)E 1=> OSJ/SX (X;J/)E 2<=> 0<y<1

2) Ona

I=‘/]‘2ydxdy+‘/:/‘Zydxdsz1+I2
T T,

1

On calcule chacune des intégrales séparément :

1 X 1 y=x 1 1
IlzﬂZydxdyzf (f 2ydy)dx=f [yz] dx=f xzdx=§
T o \Yo 0 y=0 0

1

2/ p1 20 o 2
Iz=.[/.2ydxdy=/ (f 2ydy>dx=/ [yz] dx=/ ldx=1
T, 1 Yo 1 y=0 1

D'oul =1/3+1=4/3.

et

SN Wil
et /?dt divergecara=1¢1 = ]=/ . dt diverge.
0
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