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Exercicel (20 min, 4 points)
On considere 'application ¢ définie de R* dans R? par ¢(x, y,z) = (x — 2z, y — 4x).
1) On montre que ¢ est une application linéaire :

d(x,y,2)+ (', 2"))=dpx+x",y+y,z+2")=((x+x")-2(z+2"),(y+ y') —4(x + x))
=(x-2z,y—4x) + (x' =2z, y" —4x") = ¢(x, y,2) + p(x", y', 2")

d(AMx, v,2)) = dp(Ax, Ay, Az) = (Ax — 21z, Ay — 4)x)
= Mx -2z, y — 4x) = Ap(x, ¥, 2)

2) Ona

X 1 1
— 2z = ==
X=|y|ecker¢ = ¢(x,y,2) =(0,0) = {x ¢=0 = {Z X X=x| 4
2 y—4x=0 y =4x 1/2

Une base de ker ¢ est donc le vecteur (1,4, 1/2)'. D’ou dim ker ¢ = 1.
3) Ona ¢(e;) = ¢(1,0,0) = (1,-4)', ¢(e,) = ¢(0,1,0) = (0,1)" et ¢p(e3) = ¢(0,0,1) = (-2,0)'. D’ou la

matrice de ¢
M(¢) = (—14 (1) _02>

1 0 -2
¢(1’2’3):<—4 1 0><

4) On en déduit

Exercice Il (40 min, 6 points)
On considére la matrice

1) Le polyndme caractéristique de A est
-4-1 0 6

3 2-12 -3
-3 0 5-A

6

P,(A) =det(A - AL) = 5-1

:(2_)\)"4_;)‘ ‘z(/\—z)z(/\+1)
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2) Les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique.
Onadonc A =-1(x1)etA =2 (x2).
3) Pour montrer que A est diagonalisable, on détermine les sous-espaces propres :

x -3x+6z=0 5 2

x =2z
X=|y|€eE, &= (A+)X=0 & {3x+3y-3z=0 & { = X=2z| -1

=-z
z -3x+6z=0 4 1

Une base de E; est donc {(2,-1,1)'} et dim E_; = 1. De méme,

x -6x+6z=0 1 0
X=|y|€E = (A-2I3;))X=0 < 13x-3z=0 =S z=x &= X=x|0]+y|1
z -3x+3z=0 1 0

Une base de E, est donc {(1,0,1)’,(0,1,0)'} et dim E, = 2.

Comme la matrice A (3 x 3) possede 3 valeurs propres (en les comptant suivant leur ordre de multiplicité)
etquedimE_; = 1 =o0(-1) etdim E, = 2 = 0(2), on en déduit que A est diagonalisable.

4) La matrice diagonale D associée a A est la matrice des valeurs propres.

5) La matrice de passage est la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres.

-1 0 0 2 10
D=0 2 0 P=(-101 A = PDP™!
0O 0 2 1 1 0
6) On sait que A* = PD*P~! avec
- 0 o0
D= o 2 o
0 o0 2k
Exercice lll (30 min, 5 points)
On consideére 'équation récurrente
8n+ 10
(E) u,,, -9, = R =2

1) Léquation homogene (E,) estv,,,, —9v, = 0. Son équation caractéristique est donc 7> —9 = 0. Ses racines

sontr; = =3 etr, = 3. La solution générale de (E,) est donc|v, = K;(-3)" + K,3" |

2) On cherche une solution particuliere sous la forme ,, = .Onai,,, = T En remplagant dans
n+

n—-1
(E) on trouve
1 AMn-1) - 1 1
(E) — A _g A :8n+ 0 - n-1)-9A(n + ):8n+ 0
n+l n-1 n?>-1 n+1n-1) n? -1
—8An — 10A 8n + 10
= = A=-1
m+1)n-1) n*-1
) s . e _ -1
D’ou la solution particuliere de (E) : | i1, = !
n_

3) La solution générale de (E) est donc

1
n-1

WV
NS}

=

n n+un
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4) Ona

2 1
limi, = K, lim(—3)"+Kzlim3”—glim ! =K; x(200) + K, X (+00) +0 = K, =0etK, >0
n n n n n-—

D’ou

1
Finalement, | &7, = 3" — .
n-1

Exercice IV (30 min, 5 points)
On considere 'équation différentielle suivante :

2x!(t) + 3tx(t) = et (E)

L’équation (E) se réécrit
2

3 1
x'(t)+=x(t)==¢" (E
0+ 2x(t) = 5 (B)
On résoudra donc cette équation sur R} (i.e., t > 0).
1) La solution générale x;,(t) de 'équation homogene (E,) est
x'(t) 3

= = (t)—5
x(t) Ot S

x'(t) + %x(t) =0 =

2) Pour trouver une solution particuliere xp(t) de (E), on utilise la méthode de variation de la constante :

K() ) 2 1 . et’
Bt =—3 (B =K (t)=te" = K(t):Eet = x50 =3

3) La solution générale x(t) de (E) est donc

K
x(t)= 5+ 3

Elle est définie sur R}.
4) La condition initiale X(1) = e donne K = e /2. Donc la solution est unique et est égale a
e e+el

()= — + — =
213 2t3 213
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