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Exercice I (20 min, 4 points)
On considère l’application 𝜙 définie de ℝ3 dans ℝ2 par 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦, 𝑧 − 3𝑥).
1) On montre que 𝜙 est une application linéaire :

𝜙((𝑥, 𝑦, 𝑧) + (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)) = 𝜙(𝑥 + 𝑥′, 𝑦 + 𝑦′, 𝑧 + 𝑧′) = (2(𝑥 + 𝑥′) + (𝑦 + 𝑦′), (𝑧 + 𝑧′) − 3(𝑥 + 𝑥′))
= (2𝑥 + 𝑦, 𝑧 − 3𝑥) + (2𝑥′ + 𝑦′, 𝑧′ − 3𝑥′) = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝜙(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′)

𝜙(𝜆(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝜙(𝜆𝑥, 𝜆𝑦, 𝜆𝑧) = (2𝜆𝑥 + 𝜆𝑦, 𝜆𝑧 − 3𝜆𝑥)
= 𝜆(2𝑥 + 𝑦, 𝑧 − 3𝑥) = 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧)

2) On a

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ ker𝜙 ⟺ 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0) ⟺ {

2𝑥 + 𝑦 = 0
𝑧 − 3𝑥 = 0

⟺ {
𝑦 = −2𝑥
𝑧 = 3𝑥

⟺ 𝑋 = 𝑥(
1
−2
3
)

Une base de ker𝜙 est donc le vecteur (1, −2, 3)′ . D’où dim ker𝜙 = 1.
3) On a 𝜙(𝑒1) = 𝜙(1, 0, 0) = (2, −3)′, 𝜙(𝑒2) = 𝜙(0, 1, 0) = (1, 0)′ et 𝜙(𝑒3) = 𝜙(0, 0, 1) = (0, 1)′ . D’où la matrice de 𝜙

𝑀(𝜙) = ( 2 1 0−3 0 1)

4) On en déduit

𝜙(1, 2, 3) = ( 2 1 0−3 0 1)(
1
2
3
) = (40)

Exercice II (40 min, 6 points)
On considère la matrice

𝐴 = (
1 2 1
0 2 0
1 −2 1

)

1) Le polynôme caractéristique de 𝐴 est

𝑃𝐴(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼3) = |

|

1 − 𝜆 2 1
0 2 − 𝜆 0
1 −2 1 − 𝜆

|

|
= (2 − 𝜆) |1 − 𝜆 11 1 − 𝜆| = (2 − 𝜆)((1 − 𝜆)

2 − 1) = −𝜆(2 − 𝜆)2

2) Les valeurs propres de 𝐴 sont les racines du polynôme caractéristique. On a donc 𝜆 = 0 (×1) et 𝜆 = 2 (×2).
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3) Pour montrer que 𝐴 est diagonalisable, on détermine les sous-espaces propres :

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝐸0 ⟺ 𝐴𝑋 = 0 ⟺

{{{
{{{
{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0
2𝑦 = 0
𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 = 0

⟺ {
𝑦 = 0
𝑧 = −𝑥

⟺ 𝑋 = 𝑥(
1
0
−1
)

Une base de 𝐸0 est donc {(1, 0, −1)′} et dim𝐸0 = 1. De même,

𝑋 = (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ 𝐸2 ⟺ (𝐴 − 2𝐼3)𝑋 = 0 ⟺

{{{
{{{
{

−𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 0
0 = 0
𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 0

⟺ 𝑧 = 𝑥 − 2𝑦 ⟺ 𝑋 = 𝑥(
1
0
1
) + 𝑦(

0
1
−2
)

Une base de 𝐸2 est donc {(1, 0, 1)′, (0, 1, −2)′} et dim𝐸2 = 2.
Comme la matrice A (3 × 3) possède 3 valeurs propres (en les comptant suivant leur ordre de multiplicité) et que
dim𝐸0 = 1 = 𝑜(0) et dim𝐸2 = 2 = 𝑜(2), on en déduit que 𝐴 est diagonalisable.
4) La matrice diagonale𝐷 associée à 𝐴 est la matrice des valeurs propres.
5) La matrice de passage est la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres.

𝐷 = (
0 0 0
0 2 0
0 0 2

) 𝑃 = (
1 1 0
0 0 1
−1 1 −2

) 𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1

6) On sait que 𝐴𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 avec

𝐷𝑘 = (
0 0 0
0 2𝑘 0
0 0 2𝑘

)

7) La matrice 𝐴 ayant une valeur propre nulle, elle ne peut pas être inversible.

Exercice III (30 min, 5 points)
On considère l’équation récurrente suivante :

2𝑢𝑛+2 − 5𝑢𝑛+1 + 2𝑢𝑛 = 2−𝑛 (𝐸)

1) L’équation homogène (𝐸0) est 2𝑣𝑛+2 − 5𝑣𝑛+1 + 2𝑣𝑛 = 0. Son équation caractéristique est donc 2𝑟2 − 5𝑟 + 2 = 0. Son
discriminant est Δ = 9 et ses racines sont 𝑟1 = 1/2 et 𝑟2 = 2. La solution générale de (𝐸0) est donc 𝑣𝑛 = 𝐾12−𝑛 + 𝐾22𝑛 .
2) Le second membre de (𝐸) étant 2−𝑛, on cherche une solution particulière sous la forme �̄�𝑛 = 𝐾𝑛2−𝑛 (car 𝐾2−𝑛 est
déjà solution de l’équation homogène).
On a �̄�𝑛+1 =

𝐾
2 (𝑛 + 1)2

−𝑛 et �̄�𝑛+2 =
𝐾
4 (𝑛 + 2)2

−𝑛 . En remplaçant dans (𝐸) on trouve

(𝐸) ⟹ 2𝐾
4
(𝑛 + 2)2−𝑛 − 5𝐾

2
(𝑛 + 1)2−𝑛 + 2𝐾𝑛2−𝑛 = 2−𝑛 ⟺ (𝐾

2
− 5𝐾
2
+ 2𝐾)𝑛 + 𝐾 − 5𝐾

2
= 1

⟺ 0𝑛 −
3𝐾
2
= 1 ⟺ 𝐾 = −

2
3

D’où la solution particulière de (𝐸) : �̄�𝑛 = −
2
3
𝑛2−𝑛 .

3) La solution générale de (𝑅) est donc

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + �̄�𝑛 = 𝐾12−𝑛 + 𝐾22𝑛 −
2
3
𝑛2−𝑛

4) On a

lim
𝑛
𝑢𝑛 = 𝐾1 lim𝑛 2

−𝑛 + 𝐾2 lim𝑛 2
𝑛 +
5
4
lim
𝑛
𝑛5−𝑛 −
2
3
lim
𝑛
𝑛2−𝑛 = 0 + 𝐾2 lim𝑛 2

𝑛 + 0 ∈ ℝ ⟺ 𝐾2 = 0

D’où
𝑢0 = 1 ⟺ 𝐾120 + 0 = 1 ⟺ 𝐾1 = 1

Finalement, �̂�𝑛 = 2−𝑛 −
2
3
𝑛2−𝑛 .

2 / 3



Exercice IV (30 min, 5 points)
On considère l’équation différentielle

(𝐸) 𝑡𝑥′(𝑡) − 3𝑥(𝑡) = 3𝑡4

On réécrit l’équation (𝐸) sous forme résolue :

(𝐸) 𝑥′(𝑡) −
3
𝑡
𝑥(𝑡) = 3𝑡3

L’équation (𝐸) n’est donc définie que lorsque 𝑡 ≠ 0. De manière à travailler sur un intervalle, on suppose que 𝑡 > 0.
1) La solution générale 𝑥ℎ(𝑡) de l’équation homogène (𝐸0) est

(𝐸0) ⟺ 𝑥′(𝑡) −
3
𝑡
𝑥(𝑡) = 0 ⟺ 𝑥′(𝑡) =

3
𝑡
𝑥(𝑡) ⟺

𝑥′(𝑡)
𝑥(𝑡)
=
3
𝑡
⟺ ln|𝑥(𝑡)| = 3 ln(𝑡) + Cste ⟺ 𝑥ℎ(𝑡) = 𝐾𝑡3

où 𝐾 est une constante réelle.
2) On cherche une solution particulière 𝑥𝑝(𝑡) de (𝐸) en utilisant la méthode de variation de la constante :

𝑥𝑝(𝑡) = 𝐾(𝑡)𝑡3 ⟹ 𝑥′𝑝(𝑡) = 𝐾′(𝑡)𝑡3 + 3𝐾(𝑡)𝑡2

En remplaçant dans (𝐸), on trouve

(𝐸) ⟹ 𝐾′(𝑡)𝑡3 + 3𝐾(𝑡)𝑡2 −
3
𝑡
𝐾(𝑡)𝑡3 = 3𝑡3 ⟹ 𝐾′(𝑡) = 3 ⟹ 𝐾(𝑡) = 3𝑡

Une solution particulière de (𝐸) est donc
𝑥𝑝(𝑡) = 3𝑡 × 𝑡3 = 3𝑡4

3) La solution générale 𝑥(𝑡) de (𝐸) est alors

𝑥𝑔(𝑡) = 𝑥ℎ(𝑡) + 𝑥𝑝(𝑡) = 𝐾𝑡3 + 3𝑡4

Elle est définie pour 𝑡 > 0 (cf début de l’exercice).
4) On a

𝑥(1) = 2 ⟺ 𝐾+ 3 = 2 ⟺ 𝐾 = −1

D’où l’unique solution 𝑥(𝑡) = −𝑡3 + 3𝑡4 .
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