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Exercicel (20 min, 4 points)
On considere I'application ¢ définie de R® dans R? par ¢(x, y,2) = (2x + y,z — 3x).

1) On montre que ¢ est une application linéaire :

O, y,2)+(x", vy, 2" ) =¢dpx+x",y+y,z+2)=Qx+x")+ (y+y'), (2 +2') - 3(x +x'))
=2x+y,z-3x)+2x" +y',2' =3x") = ¢p(x, y,2) + $(x, y', 2")
d(A(x, ¥,2)) = p(Ax, Ay, Az) = 2Ax + Ay, Az — 3Ax)
= A2x + ¥,z - 3x) = Ap(x, ¥, 2)

2) Ona

<x> <[2x+y=0 {y=—2x <1>
X=|y]|eker¢p = ¢(x,9,2)=(0,0) = = = X=x| -2

z z-3x=0

Une base de ker ¢ est donc le vecteur (1,-2,3)". D’ou dim ker ¢ = 1.
3) Onad(e;) = ¢(1,0,0) = (2,-3)", d(e,) = $(0,1,0) = (1,0)" et p(e3) = ¢(0,0,1) = (0, 1)". D’oli la matrice de ¢

M(¢)=(—23 (1) (1))

azn-(% 5 )

4) On en déduit

Exercice Il (40 min, 6 points)
On considere la matrice

1) Le polyndme caractéristique de A est

1-1 2 1
0 2-2 0
1 -2 1-2

1

Py(A) = det(A - ML) = .

:(2—A)‘IIA 1 ‘:(2—A)((1—A)2—1)=—/\(2—)L)2

2) Les valeurs propres de A sont les racines du polynome caractéristique. On a donc A = 0 (x1) et A = 2 (x2).
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3) Pour montrer que A est diagonalisable, on détermine les sous-espaces propres :

x X+2y+z=0 0 1
X=|y|€E & AX=0 & 12y=0 = 1" = X=x|0
z=-x 1
< x-2y+z=0
Une base de E, est donc {(1,0,-1)"} et dim E, = 1. De méme,
x -x+2y+z=0 1 0
X=(y|€E, & (A-2I;)X=0 < 10=0 = z=x-2y & X=x(0]+y| 1

z x-2y-z=0 1 -2

Une base de E, est donc {(1,0,1)’,(0,1,-2)'} et dim E, = 2.

Comme la matrice A (3 x 3) possede 3 valeurs propres (en les comptant suivant leur ordre de multiplicité) et que
dimE; = 1 = 0(0) et dim E, = 2 = 0(2), on en déduit que A est diagonalisable.

4) La matrice diagonale D associée a A est la matrice des valeurs propres.

5) La matrice de passage est la matrice dont les colonnes sont formées des vecteurs propres.

0 0 0 1 1 0
D=|0 2 0 P=(0 0 1 A =pPDpP!
0 0 2 -1 1 -2
6) On sait que A¥ = PD*P~! avec
0 0 0
D=0 2¢ o
0 o0 2k

7) La matrice A ayant une valeur propre nulle, elle ne peut pas étre inversible.

Exercice lll (30 min, 5 points)
On considere 'équation récurrente suivante :

2Uy 4 = Sy +2U, = 2™ (E)

1) L'équation homogene (E,) est 2v,,,, — 50, + 2v,, = 0. Son équation caractéristique est donc 2r? — 57 + 2 = 0. Son
v, = K;27" +K,2" |

discriminant est A = 9 et ses racines sontr; = 1/2 etr, = 2. La solution générale de (E,)) est donc

2) Le second membre de (E) étant 27", on cherche une solution particuliere sous la forme @, = Kn2™ (car K27" est
déja solution de 'équation homogene).
Onai,, = %(n +1)2"eta,,, = %(n +2)27". En remplacant dans (E) on trouve

K K K 5K 5K
(E) eSSl 22(1’14’2)2_”—55(7’1*'1)2_n+2K7’12_n=2_n ~ (E—7+2K)Tl+K—7=1

3K 2
— mn-—=1 < K=--
2 3

2
D’ou la solution particuliere de (E) : | @1, = ——n27" |,

3) La solution générale de (R) est donc

u,=v,+u, =K27"+K2" - -—n2™"
4) Ona
P oo . 5. o 2 - .
lim#, = K;lim2™ + K, lim2" + = limn5™" - - lim»n2™" =0+ K,lim2"+0 e R < K, =0
n n n 4 n 3 n n
D’ou
lp=1 & K2°+0=1 & K, =1
; 5 n_ 2 n
Finalement, | i1, = 2 —5712 .
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Exercice IV (30 min, 5 points)
On considere 'équation différentielle
(E) tx'(t) - 3x(t) = 3t*

On réécrit 'équation (E) sous forme résolue :

(E)  x'(t)- %x(t) =30

L'équation (E) n’est donc définie que lorsque ¢ # 0. De maniere a travailler sur un intervalle, on suppose que ¢ > 0.

1) La solution générale x;,(t) de I'équation homogene (E,)) est

x'@t) 3

(Ey) &= x'(t)- %x(t) =0 = x'(t) = %x(t) = == & In|x(t)| = 3In(t) + Cste = |x,(t) = Kt>

x(t) t

ou K est une constante réelle.

2) On cherche une solution particuliere X, (t) de (E) en utilisant la méthode de variation de la constante :
x,(t) = K@t? = xp(t) = K ")t + 3K(1)t?
En remplacant dans (E), on trouve
(E) = K'(t)t3 +3K(1)t* - %K(t)t3 =33 — K'(t)=3 = K(t) =3t

Une solution particuliere de (E) est donc

x,(t) = 3t 3 =34

3) La solution générale x(t) de (E) est alors

x,(8) = x5, (t) + x,(t) = Kt3 + 3t*

Elle est définie pour ¢ > 0 (cf début de I'exercice).

4) Ona
X(1)=2 &< K+3=2 & K=-1

D’ou 'unique solution | X(¢) = —t> + 3t*|.
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