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Question de cours (15 min, 3 points)
On considère le problème d’optimisation suivant :

(𝑃){
Maximiser 𝑓(𝑥, 𝑦)
s.c. 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 et ℎ(𝑥, 𝑦) ⩽ 0

1) Donner les conditions nécessaires d’optimalité
associées au problème (𝑃).
2) Dans quel cas ces conditions sont-elles suffi-
santes?

Exercice I (30 min, 5 points)
Soit (𝑢𝑛)𝑛 la suite définie par

𝑢0 =
1
2
𝑢𝑛+1 =

𝑢𝑛
1 + 8𝑢𝑛

∀𝑛 ∈ ℕ

1) Calculer 𝑢1 et 𝑢2 .
2) Montrer que la suite est à termes positifs (et bien
définie).
3) Etudier les variations de la suite.
4) En déduire que la suite (𝑢𝑛)𝑛 converge.
5) Déterminer la limite de la suite (𝑢𝑛)𝑛 .
6) On considère la suite (𝑣𝑛)𝑛 définie par

𝑣𝑛 =
1
𝑢𝑛
𝑛 ∈ ℕ

a) Calculer 𝑣𝑛+1 en fonction de 𝑣𝑛 .
b) En déduire l’expression de 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛.
c) Donner l’expression de 𝑢𝑛 en fonction de 𝑛.

Exercice II (25 min, 4 points)
Soit 𝑎 ∈ ℝ∗ un réel non nul.
1) Déterminer pour quelles valeurs de 𝑎 la série

(∑(1 − 1𝑎)
𝑛)

est convergente.
2) Lorsqu’elle converge, déterminer la somme de la
série.

Exercice III (25 min, 4 points)
On considère les intégrales généralisées suivantes :

𝐼 = ∫
+∞

1
e−𝑥 d𝑥 𝐽 = ∫

+∞

1

1
√𝑥

e−𝑥 d𝑥

1) Montrer que l’intégrale 𝐼 est convergente.
2) Montrer que pour tout 𝑥 ⩾ 1, on a

1
√𝑥

e−𝑥 ⩽ e−𝑥

3) En déduire la convergence de l’intégrale 𝐽.
4) Etudier la convergence de l’intégrale suivante :

𝐾 = ∫
+∞

0

1
√𝑥

e−𝑥 d𝑥

Exercice IV (25 min, 4 points)
Soit 𝑇 le trapèze de sommets (0, 0), (1, 1), (2, 1),
(2, 0) et 𝐼 l’intégrale double définie par

𝐼 = ∬
𝑇
2𝑥𝑦 d𝑥d𝑦

1) Représenter le domaine 𝑇.
2) Calculer l’intégrale 𝐼.
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