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Exercicel (20 min, 3 points)
On considere l'application ¢ définie de R’ dans R par d(x, ¥,2) = (z —x,x + 2y).

1) On montre que ¢ est une application linéaire :

o((x, y,2) + (x',y',z')) =¢(x+ x',y + y',z +2)=((z-2") - (x+x), (x+x") + 2(y + y’))
=(z-xx+2y)+( —x', x5 +2y") = d(x, y,2) + (', y', 2")
d(A(x, y,2)) = ¢(Ax, Ay, Az) = (Az — Ax, Ax + 2Ay)
=Mz - x,x+2y) = Ap(x, ¥,2)

2) Onad(e;) = ¢(1,0,0) = (=1, 1), ¢(e,) = ¢(0,1,0) = (0,2)’ et p(e;) = $(0,0, 1) = (1,0)". D'out la matrice de ¢

wo-(3 3 )

2= 1)

3) On en déduit

Exercice Il (40 min, 6 points)
On considere la matrice

1) Le polyndme caractéristique de A est

-2-2 1 2
0 1-1 0
-3 1 3-1

2

P,(A) = det(A - ALy) = 3.2

- (1_A)“2_;A ‘: (1-M)A*=1)=-2A-1)*

2) Les valeurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristiques. Ona donc A = 0 (x1) et A = 1 (x2).

3) Pour montrer que A est diagonalisable, on détermine les sous-espaces propres :
x —2x+y+2z=0 -0 1
X:<y>eE0<=>AX:O<=> y=0 :}{y— <=>X:x<0>
z=x
z 3x+y+3z=0 1
Une base de E,, est donc {(1,0, 1)'} et dim E, = 1. De méme,

x 3x+y+2z=0 1
X=<y>€E1<=>(A—I3)X=O<=> 0=0 <=>y:3x—22(=>X:x<3>+z<

z -3x+y+2z=0 0

0
-2
1

)
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Une base de E, est donc {(1,3,0)',(0,-2,1)'} et dim E; = 2.
Comme la matrice A (3x3) posséde 3 valeurs propres (en les comptant suivant leur ordre de multiplicité) et que dim E, = 1 = 0(0)
etdimE; = 2 = o(1), on en déduit que A est diagonalisable.

4) La matrice diagonale D associée a A est la matrice des valeurs propres.

5) La matrice de passage est la matrice des vecteurs propres.

00 0 11 0
D=0 1 0 p=(0 3 -2 A=PDP!
0 0 1 1 0 1
6) OnsaitqueAk=PDkP_1.Orona
ok o0 o
D=l 0o 1 o |=D
o o 1*

Dou AF = PDP7! = A.

Exercice lll (20 min, 4 points)
Pour a € R, on consideére I'équation récurrente suivante :

(R) Uy —2u,=a", VneN, Uy =1

La solution générale de 'équation homogene (R)) : v,,; — 2v,, = O est .

Casa + 2
On cherche une solution particuliére sous la forme #,, = Ka”". En remplagant dans (R) on trouve

1
Kad"-2Ka"=d" = Ka-2K=1 = K= = |U, = a
a—2 a—2
D’ou
" 1 1 a-3 a-3 a’
u, =v, +i, =2"vy + uy=1 = vy + =1 = yy=1- = = |u, = 2"
a-— a-— a-2 a-2 a—2 a—2

Casa=2
On cherche une solution particuliére sous la forme #,, = Kn2". En remplacant dans (R) on trouve

1 n
Kn+12x2"-2Kkm2" =2" = 2K=1 = 1<=E — an=52”
D’ou
_ — AN n_n _ _ _An n_n
“n—Un+un—2vo+52 Uu=1=—= yy=1 = |u, =2 +52

Exercice IV (30 min, 5 points)
On considere 'équation différentielle

(E) 5’ ()-3x(t)=3
On réécrit I'équation (E) sous forme résolue :

3

B KO- t%x(t) -3

L'équation (E) n'est donc définie que lorsque ¢ # 0. De maniére a travailler sur un intervalle, on suppose que ¢ > 0.

1) La solution générale x;,(¢) de l'équation homogene (E,) est

! —
x®_3 In|x(t)| = 73 +Cste &= | x(t) = Ke

_ -3/t
x(t)

(B) = (0= 330) =

ou K est une constante réelle.

2) On cherche une solution particuliere x p(t) de (E) en utilisant la méthode de variation de la constante :

- - 3K(t) -
x,(t) =K(t)e " = xj(t) =K'()e ™" + %e I
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En remplagant dans (E), on trouve
1o -3/t 3 3t 3 3t 3 P 3 3t 3t
(E) = K'(t)e 7" + t—ZK(t)e - t—ZK(t)e =2 = K ()= t—ze = K(t) = -e

Une solution particuliere de (E) est donc

xp(t) = x e =1 1

3) La solution générale x(t) de (E) est alors

xy(t) = x,(8) + x,(t) = Ke >/ =1

Elle est définie pour ¢ > 0 (cf début de lexercice).

4)
3= lim x(t)= lim Ke>/'-1=K-1 = K=4

t—+00 t—+00

D’ou X(t) = 4e73t pour t > 0.
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