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Exercicel (35 min, 6 points)

Soit (uy,), la suite définie par
Un

1+5u,

VneN

up =1 Unt+1 =

1) Onawu; =1/6etuy =1/11.

2) On montre par récurrence que la suite est a termes positifs (et bien définie). Le premier terme uo = 1 est bien positif
(et bien défini). On suppose u, défini et positif pour un certain n. Montrons qu’il en est de méme pour w4 :

o

Up >
Up, 20 = 145, >0 = Uy, =——=——>20
1+ 5uy, >

3) La suite (u,) étant positive, on utilise le rapport w1 /uy, :

Un
Untl 145 1
ntlo_ LI <1 carup, >0 = 1+5u,>1
Uy Uy 1+ 5u,

La suite (u,) est donc décroissante.
4) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 (car positive), donc elle converge.

5) Lalimite € de la suite (1), vérifie

¢
e=1+5€ = (1+50)=¢ = ¢+5=¢ = 502=0 = £=0

6) On considere la suite (v, ), définie par

v =1/u, neN
a) Ona
1+5uy, 1
Vel = Vg1 = =—+5=v,+5
Un Un

b) La suite (v,) est donc une suite arithmétique de raison » = 5. On adonc v, = vo + 5n = 1 + 5n.
¢) On en déduit que

1 1
U, = — =
" Vn 1+5n
Exercice Il (25 min, 4 points)
On considere la série de terme général
1
Uy, =——— VneN~*
n(n+1)

1) Ona
1

O<tUp=——— < —
" nn+1)  n?

et (= #) converge = (X u,) converge.

V/

1/2



2) Pour toutn € N*,on a

1) - — 1
a b :a(n+) bn:(a b)n+a: Cu, e a=b=

n n+l n(n+1) n(n+1) n(n+1)
3) La somme partielle S, de la série est
n 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S N
P 1 2 2 3 3 4 n-1 n n n+l n+1

Zun—thn—hm (1— 1 ):l

| n—oo n+1

Exercice lll (25 min, 4 points)

Ona
T 2 : b t? : t2 b 1 : b2 1
I= / 2te”" dt = lim 2te" dt = lim |—e” ] =e - lim e7 =e¢ = I converge
1 b—+o0 Jq b—+00 1 b—+o0
Ona i i
t t 1 oo
< — =
T+ 72 2" PR et /1 ) dt converge = ] converge
Ona i .
t+1 1 1
~ — et / — dt diverge = K diverge
t 0ot 0 t
Finalement,
+00 e—t 1 -t +00 e—t
L= —dt = —dt+ —dt=L1+1L,
oVt o Vt 1Vt

L'intégrale L; converge (en 0) car

et 1 /1 L

— converge

\ﬁ t 0 t 8

L'intégrale L, converge (en +oco) car

N

+00
et et / e ldt=¢t converge
1
Donc L converge.

Exercice IV (20 min, 3 points)
Soit A le triangle de sommets (0, 1), (1, 1) et (1,0) et I I'intégrale double définie par

I= ﬂ4x2ydxdy
A

Y
(1,1)
0.1) On voit que
A
—1_ 0<x<1
1 y=1l-x (x,y) e AN &= x
l-x<y<l
(Lo) *

2)

1 1 1 1 .
I= / (/ 4x2ydy) dx = / [2x e y_l dx = / (2% - 2x*(1 — x)*) dx = / (4% — 2x%) dx = 3
0o \Ji-x 0 y=1-x o ; -
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