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Exercicel (15 min, 2 points)
Etudier les variations de la fonction ci-dessous :

x 1
==+ - >0
f(x) 2 X x

La fonction f(x) est bien définie pour x > 0. On a

3¢ semestre

Durée : 2 heures

11 V2 1 2
'xX)==--—= 'x)=0 & x=V2 t )=—+—=—
f@=3-5 W x=V2 e 0= o=
On obtient alors le tableau de variation de f :
x 0 V2 +00
I - +
—00 +00
\2
On a bien f(x) > V2 pour tout x > 0.
Exercice Il (25 min, 4 points)
Soit (up,), la suite définie par
u 1
Ug =2 Ups]1 = —+— VneN
2 Up
1) Ona
2 1 3 3/2 1 3 2 17
Uy=—+-=-=15 Up=—+-—==—-+-=—=142
2 2 2 2 3/2 4 3 12

|

)

2) On montre par recurrence que la suite est a termes strictement positifs. On a up = 2 > 0. On suppose

u, > 0.Dou

u

_n>0

2 Un 1
= Uy =—+—>0

_>0 2 Up

Unp
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3) On montre par recurrence que la suite est minorée par V2. Ona ug = 2 > V2. On suppose u, > V2.
Comme up41 = f(u,) ol f estla fonction étudiée au précédent exercice, on a uy41 = f(up) > V2.

4) Pour étudier les variations de la suite, comme la suite est positive, on étudie le rapport :
u 1 1 1

ntl — =1 cr u,>V2 = —

2 u?

n n

+

1
< -
Uy 2

| =

u

Le suite (u,,) est donc décroissante.
5) Le suite (u,) est décroissante et minorée par 0 (ou V2). Elle est donc convergente.
6) Soit ¢ la limite de (u,). Comme u,.; = f(u,) avec f continue, on doit donc avoir ¢ = f(¢). Soit

2 2

4 14
<=>€2:5+1 — 5:1 = t=+\2

¢ 1
¢=—-+-
2 ¢

Comme (u,) est positive, £ = lim u, = V2.

Exercice lll (25 min, 4 points)

Ona
1 1 1

= = = 0< Uy < —
Cn+1)Q2n+3) 4n2+8n+3 " 4n2

Up

Comme la série (Z#) converge (série de Riemann avec & = 2 > 1), on en déduit que (Zu,), converge.
1) Ona

1] 1 1 1[@n+3)-C@n+1)] 1 2 1
— — = — = — = =Uu
2|2n+1 2n+3 2|1 2n+1)2n+3) 21@2n+1)2n+3) 2n+1)2n +3) "
2) Ona
n 1{1 1 1 1 1
Sn:Z:— —_— + — —_ + — —_ + oo 4+ = 1/ — - — —
ol 2|2nfr1 2n+3| 2 2n +3
D’ou

~— . .1 1
Zun: lim S, = lim - |[1- =

1
T e ™ T nsiw 2 | 2043 2

Exercice IV (25 min, 4 points)
La premiere intégrale est de la forme u’e¥ = (e*)” :

oo b1 b
I= / —ze_l/tdt = lim —eYtdt = lim [e_l/t]l =el—el=1-¢1 (donc converge)
1 t b—+o Jq 12 b—+o0

Pour étudier la convergence de la seconde intégrale (généralisée en +00), on utilise une majoration :

0< t .1 t h dt (a=2>1) = ]
X S 3=—5 ¢ Y converge (@ = converge.
1+ 3 2 2 5 5

Pour K (généralisée en 0), on utilise un équivalent (ou une minoration) :

Vi+l 1
t

t o

1
1
0< et / n dt diverge(a =1 ¢« 1) = K diverge.
0

La derniere intégrale est généralisée en 0 et en +oco :

+oo o—t 1 -t +oo —t

L= —dt = —dt + —dt=L;+ L,

o Vi o Vi 1 Vi
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L'intégrale L; converge car

1 /1 1
— et —dt converge (@ = 1/2 <1) = L; converge.
Vi 0o Vi

1 —t +00 o
t>] = —<1 = —<e! et / e fdt= [—e_t]ir el = L, converge.
Vi Vi 1
Donc L converge.

Exercice V (20 min, 3 points)
Soit A le triangle de sommets (0, 0), (0, 1) et (1,0) et I I'intégrale double définie par

I= //6xydxdy
A

1)
y
(0’1) yzl_x
A
(0,0) (1,00 *
On voit que
0<x<1
(%, y) e A =
O0<y<l-x

2) L'intégrale I devient donc

1/ pl-x 1 1
I://6xydxdy:/ (/ 6xydy)dx:/ [3xy2](l)_xdx:/ (B3x —6x* +3x°)dx = =
A o \Jo 0 0

I
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