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Exercicel (15 min, 3 points)
Soit f : R? — R une fonction homogéne dont on connait les deux dérivées partielles :

fie, ) =2xy  fylx,y) = x" +3y°
1) Pour4A > 0,0na

fix, Ay) = 20x0)Ay) = 22%xy = 2* fi(x, y)
[ (A%, 1Y) = (Ax%)* + 3(Ay)* = 22x” + 32%y* = 2%(x* + 3y®) = A*f,(x, ¥)

On en déduit que les deux dérivées partielles sont homogenes de degré 2. La fonction f est donc homogene
dedegré2+1=3.

2) D’apres le théoréme d’Euler, on a

3f(x,y) = xfy(x, ) + ¥f,(x, ¥) = x2xy) + y(x* + 3y*) = 2x°y + X’y + 3y° = f(x,y) = £’y +°

Exercice Il (35 min, 5 points)
Soit f la fonction définie par

1 1
x) = -
F 1+2x 1-2x

1) La fonction f(x, y) est définie lorsque 1 + 2x # 0 et 1 — 2x # 0, soit x # —1/2 et x # 1/2. D’'ou D; =
]—00, —1/2[ U ]-1/2, 1/2[ U ]1/2, +oo].

2) Ona f(0)=1-1=0.

3) Le développement limité de H-Lx alordre 3 au voisinage de 0 est

1
— =1-—x+4x"— x>+ x°e(x)
14+ x

4) On déduit du développement limité précédent :

1 =1—(2x)+ (2x)* — (2x)% + x%e(x) = 1 — 2x + 4x? — 8x> + xe(x)
1+2x
1
s 1—(=2x) + (=2x)* = (=2x)% + x3e(x) = 1 + 2x + 4x* + 8x> + x3e(x)
—2x

Le développement limité de f(x) a 'ordre 3 au voisinage de 0 est donc
fx) = (1 —2x + 4x* — 8x%) — (1 + 2x + 4x? + 8x%) + x3¢(x) = —4x — 16x3 + x3¢(x)

5) Faire une étude locale de la fonction f(x) au voisinage de x = 0:
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a) L’équation de la tangente T a la courbe représentative ‘€, de f en x = 0 correspond a la partie affine
du developpement limité de f, soit y = —4x.
b) On a alors
>0 six<0
>0

f(x) = [—4x] = —16x% + x’e(x) ~ —16x° '
<0 six

La courbe € est donc au-dessus de la tangente T lorsque x est négatif et au-dessous lorsque x est positif.
c) Lareprésentation de f(x) au voisinage de 0 est donc

(%)
T 1
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Exercice Ill (25 min, 4 points)
La premiére intégrale est de la forme 6u'u’ = (u®)’. D’ou

1
_ 2 5 _[1,.2 61l _ 63

Pour la seconde intégrale, on effectue un intégration par partie en posant u = x etv' = 2e** :

1 1
J= | 2xe®dx=[xe®] - | e¥dx=e?— lezx]l _etl
- 0 B 0 0 - 2 0 B 2

Pour la derniére, on pose t =\ x —2 d'ott x = t* + 2 et dx = 2tdt :

6 2.9 2

242 2 14 26

K= X dx= T2 ordt = 27 +4dt =20+ 4t == +4="
5 | t L 3 13

Vx—2 3

Exercice IV (10 min, 2 points)
L’'intégrale

3
I=ff(x)dx
-2

correspond a l'aire algébrique comprise entre la droite des x et la courbe. D’ou

polxl oo Ixl 2x1
2 2 2
fx)
1

2/3



ExerciceV (25 min, 4 points)
On considére la matrice suivante :

4 2 =2
A=[0 2 0
1 1 1
1) Comme det A = 12 # 0, la matrice A est inversible.
2) Ona
14 10 -10 20 10 -10 —6
A’-5A=(0 4 o0]-{0 10 oO0f|=| 0
S 5 -1 S5 5 S 0

3) On en déduit I'inverse de A :

A2 —5A = —6I; = A(A—5I,)=—6I, = A(

4) Retrouver I'inverse de A en utilisant une méthode directe.

):I3 = A_1=

-1/6

-1/3 1/3

0

-1/6 2/3
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