N\

Faculté . .y 7
gicﬁ'éo?_t& "‘ (ljJnlly_ersﬂe
ges sciences ‘ e |m0ges

Economiques

ANNEE UNIVERSITAIRE 2024-2025

Session 1

Licence Economie-Gestion - 1r¢ année

Matiére : Mathématiques appliquées - Eléments de correction
Enseignant : Vincent Jalby

Exercice |l (30 min, 5 points)
On considére la fonction f(x) = x* — 4x® + 1.

1) Ona
lim f(x)= lirp x* =400
X—=>+to0

x—>*oo

2) Les dérivées premiére et seconde de f(x) sont
fl(x) =4x3—12x2  f"(x) = 12x* — 24x

3) La condition nécessaire d’optimalité (CNO) donne :

fl(x)=0 < 4x3-12x>=0 < 4x*(x—-3)=0 < x=0oux=3

La fonction f admet donc deux points critiques : x; = 0 et x, = 3.

Semestre 1

Durée : 2 heures

Pour déterminer la nature des points critiques, on utilise les conditions suffisantes d’optimalité (CSO) :

f"(x%) =0 = onne peut pas conclure  f"(x,) =36 >0 = minimum local

La fonction f admet donc un minimum local en x, = 3. On ne peut pas déterminer la nature du point critique x; = 0

al'aide des CSO.
4) Le tableau de variation de f(x) est :

X —0 0 2 +00
(%) - 0 - 0 +
+00 \ +00
£ '~ e
fx)

3
—26 \./

5) On voit sur le tableau de variations et sur le graphique que f admet un minimum global en x = 3 et n’admet pas

d’extremum (point d’inflexion) en x = 0.
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Exercice Il (20 min, 4 points)

24 x
Soit f la fonction de deux variables définie par f(x, y) = > pour x > 0ety > 0.

1) Les dérivées partielles (premiéres) de f et le gradient de f au point (4, 2) sont

, 1 , -24/x fl(4,2) 1/4
finp=— fiwn=—p = v = (56 3) (1)

2) La courbe de niveau 2 de f est donnée par

fle,y=2 < ¥=2 = y=1x

3)

€,(f)

Exercice Il (55 min, 8 points)
Soit f la fonction de deux variables définie par f(x, y) = 2x2 + y? — 2xy + 8y.

1) Etude de la convexité de f
a) Les dérivées partielles premiéres et secondes de f sont
fé(x:y)=4x_2y = f;ZZ(x:y)=4 fa%/(x,J/)=—2
[y =2y-2x+8 = fillx,y)=-2  fi(x,y)=2
b) On en déduit la hessienne et calculer le hessien de f :
4 -2
He(x,y) = (_2 9 ) = detHy(x,y)=8-4=4

¢) Pour tout (x,y) € R?,ona detHp(x,y) =4 20, fo(x,y) =4 > 0et fjj;(x, y) = 2 > 0. On en déduit que f est
convexe sur R2,

2) Optimisation sans contrainte
a) Les CNO donnent

felx,y)=0 4x—-2y=0 2x—y =0 y=2x =-8
{fy’(x,y)=0 2y —2x+8=0 = y—x+4=0 = g

La fonction f admet donc un unique point critique (xg, ) = (—4, —8).
b) Comme la fonction f est convexe, elle admet donc un minimum global en (%, ¥,) = (—4, —8).

3) Optimisation avec contrainte : on souhaite résoudre le probléme d’optimisation suivant :
@) {Optimiser fx,y) =2x* + y* — 2xy + 8y
sous la contrainte y — x = 6
a) Le lagrangien associé a (P) est
L(x,y,A) =2x>+y?> —2xy + 8y + A(y — x — 6)

Les CNO sont

L(x,y,A)=0 4x—-2y—A1=0 2x+8=0 x=-4
L(x,y,)=0 = {2y—-2x+8+1=0 = {2y—-2x+8+4+1=0 = {1=-20
Li(x,y,A)=0 y—x—6=0 y—x—6=0 y=2

Le probléeme (P) admet donc un unique point critique (x,, ¥,) = (—4, 2) avec 4, = —20.
b) Comme la fonction f est convexe et la contrainte affine, on en déduit que le probléme (P) admet un minimum
global en (xy, ¥o) = (—4, 2).
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