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Exercice I (15 min, 3 points)
Soit 𝑓(𝑥) = e𝑥

2
.

1) La dérivée de 𝑓(𝑥) est 𝑓′(𝑥) = (𝑥2)′ e𝑥
2
= 2𝑥 e𝑥

2
.

2) L’élasticité de 𝑓(𝑥) en 𝑥 ∈ ℝ est

𝑒(𝑓, 𝑥) = 𝑥 𝑓
′(𝑥)
𝑓(𝑥)
= 𝑥 2𝑥 e

𝑥2

e𝑥2
= 2𝑥2

3) En 𝑥0 = 1/2, 𝑒(𝑓, 1/2) = 1/2 < 1. La fonction 𝑓 est donc inélastique en 𝑥0 = 1/2 : si 𝑥 varie de 1 % autour de 𝑥0 = 1/2, la
fonction varie de moins de 1 % (environ de 0.5  %).
En 𝑥0 = 1, 𝑒(𝑓, 1) = 2 > 1. La fonction 𝑓 est donc élastique en 𝑥0 = 1 : si 𝑥 varie de 1 % autour de 𝑥0 = 1, la fonction varie de plus
de 1 % (environ de 2  %).

Exercice II (25 min, 4 points)
Soit 𝑓 la fonction définie par 𝑓(𝑥) = ln(1 + 2𝑥) − ln(1 − 2𝑥).
1) La fonction 𝑓(𝑥) est définie lorsque

{
1 + 2𝑥 > 0
1 − 2𝑥 > 0

⟺ {
𝑥 > −1/2
𝑥 < 1/2

⟺ 𝑥 ∈ ]−1/2, 1/2[ ⟹ 𝐷𝑓 = ]−1/2, 1/2[

On a 𝑓(0) = ln(1) − ln(1) = 0.
2) Le développement limité de ln(1 + 𝑥) à l’ordre 3 au voisinage de 0 est

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 − 𝑥
2

2
+ 𝑥
3

3
+ 𝑥3𝜀(𝑥)

3) On en déduit que

ln(1 + 2𝑥) = (2𝑥) −
(2𝑥)2

2
+
(2𝑥)3

3
+ 𝑥3𝜀(𝑥) = 2𝑥 − 2𝑥2 +

8𝑥3

3
+ 𝑥3𝜀(𝑥)

et
ln(1 − 2𝑥) = (−2𝑥) −

(−2𝑥)2

2
+
(−2𝑥)3

3
+ 𝑥3𝜀(𝑥) = −2𝑥 − 2𝑥2 −

8𝑥3

3
+ 𝑥3𝜀(𝑥)

D’où le développement limité de 𝑓(𝑥) à l’ordre 3 au voisinage de 0 :

𝑓(𝑥) = [2𝑥 − 2𝑥2 +
8𝑥3

3
] − [−2𝑥 − 2𝑥2 −

8𝑥3

3
] + 𝑥3𝜀(𝑥) = 4𝑥 +

16𝑥3

3
+ 𝑥3𝜀(𝑥)

4) D’où la limite

lim
𝑥→0

1
𝑥
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→0

4𝑥 + 16𝑥
3

3 + 𝑥
3𝜀(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→0
(4 + 16𝑥

2

3
+ 𝑥2𝜀(𝑥)) = 4

1 / ??



Exercice III (25 min, 4 points)
La première intégrale est de la forme 𝑢′ e𝑢 . D’où

𝐼 = ∫
2

1

e1/𝑥

𝑥2
d𝑥 = [− e1/𝑥]2

1
= e1 − e1/2

On effectue une intégration par parties pour calculer la seconde intégrale :

𝐽 = ∫
e

1
𝑥⏟
𝑣′
ln(𝑥)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑢

d𝑥 = [
𝑥2

2
ln(𝑥)]

e

1
− ∫

e

1

𝑥2

2
1
𝑥
d𝑥 =
𝑒2

2
− ∫

e

1

𝑥
2
d𝑥 =
𝑒2

2
− [
𝑥2

4
]
e

1
=
e2 +1
4

Pour calculer la dernière intégrale, on effectue le changement de variable 𝑡 = √𝑥 + 5. On a donc 𝑥 = 𝑡2 − 5, d𝑥 = 2𝑡d𝑡 et 𝑡 varie
entre 3 et 4. D’où

𝐾 = ∫
11

4

𝑥
√𝑥 + 5
d𝑥 = ∫

4

3

𝑡2 − 5
𝑡
2𝑡 d𝑡 = ∫

4

3
2𝑡2 − 10 d𝑡 = [

2
3
𝑡3 − 10𝑡]

4

3
=
128
3
− 40 − (18 − 30) =

44
3

Exercice IV (10 min, 2 points)
Pour l’intégrale suivante, plusieurs méthodes sont possibles. En utilisant la formule de Chasles :

𝐼 = ∫
+2

−1
|𝑥| d𝑥 = ∫

0

−1
−𝑥 d𝑥 + ∫

+2

0
𝑥 d𝑥 = [

−1
2
𝑥2]
0

−1
+ [
1
2
𝑥2]
2

0
=
1
2
+ 2 =
5
2

En utilisant une représentation graphique :

0 2−1

1

2

𝑥

𝑓(𝑥)

L’intégrale 𝐼 est la somme des aires des deux triangles soit 1/2 et 2. D’où 𝐼 = 5/2.

ExerciceV (30 min, 4 points)
On considère la matrice

𝐴 = (
3 2 −2
0 1 0
1 1 0

)

1) Le déterminant de la matrice 𝐴 (en le développant par rapport à la deuxième ligne est :

det(𝐴) = |

|

3 2 −2
0 1 0
1 1 0

|

|
= 1 × |3 −21 0 | = 2

Comme det(𝐴) ≠ 0, on en déduit que la matrice 𝐴 est inversible.
2) On a

𝐴2 − 3𝐴 = (
7 6 −6
0 1 0
3 3 −2

) −(
9 6 −6
0 3 0
3 3 0

) = (
−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

) = −2𝐼3

3) On a
𝐴2 − 3𝐴 = −2𝐼3 ⟺ 𝐴(𝐴 − 3𝐼3) = −2𝐼3 ⟺ 𝐴(

−1
2
(𝐴 − 3𝐼3)) = 𝐼3

Comme 𝐴𝐴−1 = 𝐼3, on en déduit que

𝐴−1 =
−1
2
(𝐴 − 3𝐼3) =

−1
2
(
0 2 −2
0 −2 0
1 1 −3

) = (
0 −1 1
0 1 0
−1/2 −1/2 3/2

)

4) Retrouver l’inverse de 𝐴 en utilisant une méthode directe. (voir cours)
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