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Exercice I (15 min, 3 points)
Soit 𝑓(𝑥) = 2𝑥 .
1) On sait que 𝑓(𝑥) = 2𝑥 = e𝑥 ln(2) . D’où 𝑓′(𝑥) = ln(2) e𝑥 ln(2) = ln(2)2𝑥 .
2) L’élasticité de 𝑓(𝑥) en 𝑥 > 0 est

𝑒(𝑓, 𝑥) = 𝑥𝑓
′(𝑥)
𝑓(𝑥)
= 𝑥 ln(2)2

𝑥

2𝑥
= 𝑥 ln(2)

3) On a 𝑒(𝑓, 1/2) ≈ 0.35 < 1. La fonction est donc inélastique en 𝑥 = 1/2. Lorsque 𝑥 varie de 1 %, la fonction varie de moins de
1 %.
De même, 𝑒(𝑓, 2) ≈ 1.39 > 1. La fonction est donc élastique en 𝑥 = 2. Lorsque 𝑥 varie de 1 %, la fonction varie de plus de 1 %.

Exercice II (30 min, 4 points)
Soit 𝑓 la fonction définie par

𝑓(𝑥) = e−2𝑥 −2𝑥 e𝑥

1) Le développement limité au voisinage de 0 à l’ordre 3 de la fonction e𝑥 est

e𝑥 = 1 + 𝑥 +
1
2!
𝑥2 +
1
3!
𝑥3 + 𝑥3𝜀(𝑥) = 1 + 𝑥 +

1
2
𝑥2 +
1
6
𝑥3 + 𝑥3𝜀(𝑥)

2) On en déduit
e−2𝑥 = 1 + (−2𝑥) +

1
2
(−2𝑥)2 +

1
6
(−2𝑥)3 + 𝑥3𝜀(𝑥) = 1 − 2𝑥 + 2𝑥2 −

4
3
𝑥3 + 𝑥3𝜀(𝑥)

et
2𝑥 e𝑥 = 2𝑥 + 2𝑥2 + 𝑥3 +

1
3
𝑥4 + 𝑥4𝜀(𝑥) = 2𝑥 + 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥3𝜀(𝑥)

D’où
𝑓(𝑥) = (1 − 2𝑥 + 2𝑥2 − 4

3
𝑥3) − (2𝑥 + 2𝑥2 + 𝑥3) + 𝑥3𝜀(𝑥) = 1 − 4𝑥 − 7

3
𝑥3 + 𝑥3𝜀(𝑥)

3) Faire une étude locale de la fonction 𝑓(𝑥) au voisinage de 𝑥 = 0 :
a) L’équation de la tangente correspond à la partie affine du développement limité soit 𝑇 ∶ 𝑦 = 1 − 4𝑥.
b) On a

𝑓(𝑥) − [1 − 4𝑥] = −7
3
𝑥3 + 𝑥3𝜀(𝑥) ≈ −7

3
𝑥3 {
> 0 si 𝑥 < 0
< 0 si 𝑥 > 0

⟹ {
𝐶𝑓 au dessus de 𝑇 si 𝑥 < 0
𝐶𝑓 au dessous de 𝑇 si 𝑥 > 0

c) La représentation de 𝑓(𝑥) au voisinage de 0 est donc

0

1

1/4
𝑥

𝑓(𝑥)

𝑇

𝒞𝑓
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Exercice III (15 min, 3 points)
Soit 𝑓∶ ℝ × ℝ∗⟶ ℝ une fonction homogène dont on connaît les deux dérivées partielles :

𝑓′𝑥 (𝑥, 𝑦) =
1
𝑦2
𝑓′𝑦 (𝑥, 𝑦) =

−2𝑥
𝑦3

1) Pour 𝜆 > 0, on a
𝑓′𝑥 (𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =

1
(𝜆𝑦)2
= 1
𝜆2𝑦2
= 𝜆−2 1
𝑦2
= 𝜆−2𝑓′𝑥 (𝑥, 𝑦)

De même,
𝑓′𝑦 (𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =

−2(𝜆𝑥)
(𝜆𝑦)3
= 𝜆−2
−2𝑥
𝑦3
= 𝜆−2𝑓′𝑦 (𝑥, 𝑦)

Donc les deux dérivées partielles sont homogènes de degré −2. Le fonction 𝑓 est donc homogène de degré −2 + 1 = −1.
2) D’après la formule d’Euler, on a

(−1)𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑓′𝑥 (𝑥, 𝑦) + 𝑦𝑓′𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝑥
𝑦2
+
−2𝑥𝑦
𝑦3
= −
𝑥
𝑦2
⟹ 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥
𝑦2

3) On vérifie que

𝑓′𝑥 (𝑥, 𝑦) =
1
𝑦2
𝑓′𝑦 (𝑥, 𝑦) =

−2𝑥
𝑦3

Exercice IV (25 min, 4 points)
On a

𝐼 = ∫
2

1
(𝑥2 − 1) d𝑥 = [

1
3
𝑥3 − 𝑥]

2

1
=
4
3

et
𝐽 = ∫
1

0

𝑥
1 + 𝑥2
d𝑥 = [1
2
ln(1 + 𝑥2)]

1

0
= 1
2
ln 2

Pour calculer 𝐾, on utilise une intégration par parties en posant 𝑢 = 𝑥 et 𝑣′ = e−𝑥 . D’où 𝑢′ = 1 et 𝑣 = − e−𝑥 .

𝐾 = ∫
1

0
𝑥 e−𝑥 d𝑥 = [−𝑥 e−𝑥]

1

0
− ∫
1

0
− e−𝑥 d𝑥 = − e−1 +[− e−𝑥]

1

0
= 1 − 2 e−1

Pour la dernière intégrale, on procède par changement de variable en posant 𝑡 = √𝑥 + 3. On a 𝑥 = 𝑡2 − 3 et d𝑥 = 2𝑡d𝑡. Lorsque
𝑥 = 1, 𝑡 = 2 et lorsque 𝑥 = 6, 𝑡 = 3. D’où

𝐿 = ∫
6

1

𝑥
√𝑥 + 3
d𝑥 = ∫

3

2

𝑡2 − 3
𝑡
× 2𝑡 d𝑡 = ∫

3

2
2𝑡2 − 6 d𝑡 = [2

3
𝑡3 − 6𝑡]

3

2
= 20
3

ExerciceV (25 min, 4 points)

On considère la matrice 𝐴 = (1 12 3).

1) La matrice 𝐴 est inversible car det𝐴 = 1 × 3 − 2 × 1 = 1 ≠ 0.
2) On a

𝐴2 − 4𝐴 = (3 48 11) − (
4 4
8 12) = (

−1 0
0 −1) = −𝐼2

3) On a donc

𝐴2 − 4𝐴 = −𝐼2 ⟺ 𝐴(𝐴 − 4𝐼2) = −𝐼2 ⟺ 𝐴(4𝐼2 − 𝐴) = 𝐼2 ⟺ 𝐴−1 = 4𝐼2 − 𝐴 = (
3 −1
−2 1 )

4) Pour𝑋 = (𝑥, 𝑦)′ et 𝑌 = (𝛼, 𝛽)′, on a

𝐴𝑋 = 𝑌 ⟺ (1 12 3)(
𝑥
𝑦) = (
𝛼
𝛽) ⟺ {

𝑥 + 𝑦 = 𝛼
2𝑥 + 3𝑦 = 𝛽

⟺ {
𝑥 = 3𝛼 − 𝛽
𝑦 = −2𝛼 + 𝛽

⟺ (𝑥𝑦) = (
3 −1
−2 1 )
𝐴−1

(𝛼𝛽)
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