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Question de cours (20 min, 4 points)
On suppose la fonction f(x, y) homogene de degré 3 :

YA >0 FAx,Ay) = X’ f(x, )
Soit g(x, y) = f(x?, xy). Montrons que g est homogene :
VA >0 gAx, Ay) = F(Ax)%, (Ax)(Ap)) = F(A2x, A2 xy) = (A2)® f(x2, xy) = Ag(x, y)
Donc g est homogene de degré 6.

Exercicel (30 min, 5 points)
Soit f la fonction définie par

2 1
X)=——-—
f() 1+x 1-2x

1) La fonction f est définie lorsque 1+ x # 0 et 1 —2x # 0, soit x # —1 et x # 1/2. Donc Dy =R~ {-1,1/2}.

2) Le développement limité au voisinage de 0 a l'ordre 2 de la fonction est

+X

1
—— =1-x+x2+x%e(x)
1+x
3) On en déduit 5
=2 —2x+2x% + x%e(x)

1+x

et ]
T ox =1—(=2x) + (-2%)% + x%e(x) = 1 + 2x + 4x? + x%e(x)
-2x

D’ou

flx) = (2—2x +2x%) — (1 +2x + 4x?) + x%e(x) = 1 — 4x — 2x% + x%e(x)

4) Faire une étude locale de la fonction f(x) au voisinage de 0 :
a) L'équation de la tangente T @ 6/ en 0 correspond a la partie affine (“ax + b”) du développement limité soit
y=1-4x.
b) Pour x proche de 0,0n a
f(x)—[1-4x] = “2x2 + x%e(x) = —2x2 <0

Donc € se trouve en dessous de la tangente T.
c) Lareprésentation de f(x) au voisinage de 0 est donc
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T f(x)

1
\ 1/4

0 \ x

Exercice Il (30 min, 4 points)
On calcule directement la premiere intégrale :

_23_ [l 2___1_ _7
I_L(x 2)dx—[4x Zx]l—(4 9-(G-2=12

La seconde est de la forme u’ /u? et donc de primitive de _71 :

2 x 21 2x -1 1 127 1 1 2
J=| ———dx= ——dx[— ] =--—==
o (x%+1)2 0 2(x2+1)2 2 x2+11lg 2 10 5

Pour la troisi¢éme, on utilise une intégration par parties, en posant v’ = x (et donc v = x?/2) et u = Inx (et donc

u' =1/x):
e e en2 2 2qe 2
szxln(x)dxz[flnx] _J’x_ldx:e__[x_] _lre
1 R T 2 |4, 4

Pour calculer la derniére intégrale, on pose t = Vx — 5. Donc x = t2 + 5 et dx = 2tdt. La variable ¢ variant de 1 a 2.

9 24245 2 44
L=J X dxzj 2tdt=j2t2+10dt=[§t3+10t]z=(?+2o)—(§+10)=%+10:—
6 x-5 1 t 1 1 3

Exercice lll (10 min, 2 points)
L'intégrale I correspond a laire algébrique de la surface comprise entre la courbe, 'axe des x, x = -2 et x = 4.

Hf(x)

—
D [

Laire est comptée positivement lorsqu’elle est au-dessus de I'axe des x et négativement lorsqu’elle est au-dessous. Ici,
elle correspond donc a l'aire (négative) d’un triangle (entre —2 et 0), plus l'aire (positive) d’un triangle (entre 1 et 2)
plus l'aire d’un carré (entre 2 et 3) plus l'aire du triangle (entre 3 et 4). On a donc

4 2x1 1x1 2x1
Izjf(x)dxz— + +1x1+——=1
) 2 2

2/3



Exercice IV (30 min, 5 points)
Pour a € R, on considére la matrice

1 1
A_(l a—l)

1) La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non-nul. OnadetA=1x(@-1)-1x1=a-2.

La matrice A est donc inversible si et seulement si a # 2.

2) Ona
2 a a a 2—-a 0
2— = — = = —
AT -aAd (a a2—20+2> (a az—a) (0 2—a) @-a)l,

3) Ona

2—a

1
A _aA=Q-a)l, — A(A-al) =2 -a)l, — A( ):12 — A= —(4-aL))
—a

Lorsque a = 3 on obtient

-1 1

GO0)-() = = ft =2

Al =—(A—312)=313—A=(2 _1>

4)
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