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Exercicel (30 min, 5 points)

16 + x*
On considere la fonction f(x) = d .
X
1) Lafonction f est définie lorsque son dénominateur est non-nul, soit x # 0. Donc D¢ = R* = ]-00,0[ U ]0, +00].
2) Ona , ,
16 +
lim f(x)= lim X — lim X = ILim x=+c0 de méme lim f(x) =-o00
X—+00 X—+00 X X—+00 X X—+00 X—>—=00
3) Ona 16 16 32
! 1
X)=—+x = x)=——+1 et x)=—
fx) ~ fx) 2 £ e

4) La CNO donne 6
f0)=0 = - +1=0 & =16 & x=-4 ou x=+4
X

On a donc deux points candidats. On utilise alors les CSO :
xXx=-4 = f”(—4) =-1/2 <0 = maximum local

et
Xx=+4 — f"(+4) =1/2 >0 =— minimum local

La fonction f admet donc un maximum local en x = —4 et un minimum local en x = +4.

5) Le tableau de variations et le graphe de f(x) sont

X | —00 -4 0 +4 +00

f' + - + -
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6) On voit que les extrémums trouvés ne sont que locaux (ou encore, il n’est pas possible de répondre a cette question, le domaine
de définition de la fonction nétant pas un intervalle). Toutefois, sur I'intervalle ]-c0, 0[, la fonction admet un maximum global
en x = —4 et sur ]0, +oo[, la fonction admet un minimum global en x = +4.
Exercice Il (20 min, 4 points)
Soit f la fonction de deux variables définie par f(x, y) = lz pour x > Oety > 0.

x

1) Ona 3
! -2 ] 1 -2 / -1
Ry =3 Hlen=g Vf(x’y)=< 1/yx§) Vf(2,4)=<1/4>

2) La courbe de niveau 1 de f est €,(f) = {(x, y) € R} xR} : f(x,y) = 1}. Dou

flxy)=1 lzzl = y=x> x>0
x

}/‘
€ (f)

Exercice Ill (55 min, 8 points)
Soit f la fonction de deux variables définie par f(x, y) = 4x* + y* — 2xy — 6y.

1) Etude de la convexité de f
a) Les dérivés partielles de f sont

f;(x, y)=8x-2y f}',(x, y)=2y-2x-6 f;'z(x, y) =38 f,g,(x, y) = f}',;(x, y)=-2 f}','z(x, y) =2

b) La hessienne et le hessien de f sont donc

H(x, y) = (_82 _22) det Hy(x, y) = 8 x 2 — (-2) x (-2) = 12

<) Pour tout (x, y) € R* on a det H(x,y) =12 20, fla(x,y) =820, f}’//z (x, y) = 2 > 0. Donc la fonction f est convexe sur

R,
2) Optimisation sans contrainte Pour déterminer les extremums de f sur R* on utilise les conditions nécessaires d’optimalité :
!
xy)=0 8x-2y=0 =4 =4
J; 5 (. 9) = {77 = {7 = |
fy(xy)=0 2y-2x-6=0 8x-2x-6=0 x=1

La fonction f admet donc un unique point critique (x,, ¥,) = (1, 4).
a) Comme la fonction f est convexe, elle admet un minimum global en (1,4). Ce minimum est f(1,4) = —12

3) Optimisation avec contrainte : on souhaite résoudre le probléeme d’optimisation suivant :

P) Optimiser f(x, y) = 4x* + y* = 2xy — 6y
sous la contrainte x — y = 4

a) Le lagrangien associé a (P) est L(x, y, 1) = 4x” + y* — 2xy — 6y + A(x — y — 4). Les points critiques de (P) sont données par
les conditions nécessaires d’'optimalité :

L' =0 8x—2y+A=0 y=4x+3A A=-14
L)=0 & 12y-2x-6-1=0 & 12(4x+3;1)-2x-6-1=0 & 1x=1
L,=0 x-y-4=0 x-y-4=0 y=x-4=-3

Le probleme (P) admet donc un unique point critique (1, -3) pour A = —14.
b) Comme la fonction objectif f est convexe et la fonction contrainte g(x, y) = y — x — 4 est afline, le probleme (P) admet un
minimum global en (1, -3). Ce minimum est f(1,-3) = 37.
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