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Exercice I (30 min, 4 points)

On considère la fonction f(x) = ln(1 + x
1 − x

) .

1) On sait que ln(a/b) = ln a − ln b, d’où

f(x) = ln(1 + x1 − x) = ln(1 + x) − ln(1 − x)

2) La fonction ln(x) est dé�nie pour x > 0. Donc f(x) est dé�nie pour 1 + x > 0 et 1 − x > 0. D’où x > −1 et x < 1,
donc −1 < x < 1. SoitDf = ]−1,+1[.
3) Le développement limité de ln(1 + x) au voisinage de 0 à l’ordre 3 est

ln(1 + x) = x − 1
2
x2 + 1
3
x3 + x3ù(x)

4) D’où
ln(1 − x) = ln(1 + (−x)) = (−x) − 1

2
(−x)2 + 1

3
(−x)3 + x3ù(x) = −x − 1

2
x2 − 1
3
x3 + x3ù(x)

On en déduit le développement limité de f(x) au voisinage de 0 à l’ordre 3 :

f(x) = ln(1 + x) − ln(1 − x) = [x − 12x
2 + 13x3] − [−x − 12x2 − 13x3] + x3ù(x) = 2x + 23x3 + x3ù(x)

5) En utilisant le développement limité ci-dessus, on obtient

limx→0 1xf(x) = limx→0 1x [2x + 23x3 + x3ù(x)] = limx→0 [2 + 23x2 + x2ù(x)] = 2
Exercice II (15 min, 3 points)
Soit f: ℝ∗ × ℝ⟶ ℝ une fonction homogène de degré 2 dont on connaît les deux dérivées partielles :

f�x(x, y) = −y33x2 f�y(x, y) = y2x
1) La dérivée partielle f�x(x, y) est homogène de degré 1 car

∀ë > 0 f�x(ëx, ëy) = −(ëy)33(ëx)2 = −ë3y33ë2x2 = ë−y33x2 = ëf�x(x, y)
De même pour f�y(x, y).
2) La formule d’Euler donne

2f(x, y) = xf�x(x, y) + yf�y(x, y) = x−y33x2 + yy2x = −y33x + y3x = 2y33x ⟹ f(x, y) = y33x
3) On véri�e que

f�x(x, y) = −y33x2 f�y(x, y) = y2x
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Exercice III (30 min, 5 points)
On calcule directement la première intégrale :

I = ∫
30 (x2 − 1) dx = [13x3 − x]30 = 9 − 3 = 6

La seconde est de la forme u�/2√u et donc dérivée de√u :
J = ∫

20 x√x2 + 1 dx = [√x2 + 1]20
Pour la troisième, on utilise une intégration par parties, en posant u = x (et donc u� = 1) et v� = e−x (et donc v = −e−x) :

K = ∫
10 xe−x dx = [−xe−x]10 − ∫10 −e−x dx = −e−1 − [e−x]10 = −e−1 − e−1 + 1 = 1 − 2e−1

Pour calculer la dernière intégrale, on pose t = √x − 3. Donc x = t2 + 3 et dx = 2tdt. La variable t variant de 1 à 2.
L = ∫

74 x√x − 3
dx = ∫

21 t2 + 3t 2t dt = ∫21 2t2 + 6 dt = [ 23 t3 + 6t]21 = ( 163 + 12) − ( 23 + 6) = 143 + 6 = 323
Exercice IV (30 min, 5 points)

On considère la matrice A = (1 13 2).

1) On a

detA =
!!!!!!!!
1 1
3 2

!!!!!!!!
= 1 × 2 − 3 × 1 = −1 ≠ 0

Donc la matrice A est inversible.
2)

A2 − 3A = (4 39 7) − (3 39 6) = (1 00 1) = I2
3)

A2 − 3A = I2 ⟹ A(A − 3I2) = I2 A(A − 3I2) = I2
AA−1 = I2 } ⟹ A−1 = A − 3I2 = (−2 13 −1)

4) En posantX = (xy) et Y = (áâ), on a

AX = Y ⟺ (1 13 2)(xy) = (
á
â) ⟺ {x + y = á

3x + 2y = â
⟺ {x = −2á + â
y = 3á − â

⟺ (xy) = (
−2 1
3 −1)⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟A−1 (áâ)
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