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Exercicel (30 min, 4 points)
1+
On considere la fonction f(x) = In ( 1 x) .
- X

1) Onssait que In(a/b) =1lna —Inb, dou

f(x) = ln<it—i) =In(1+x)-1In(1 -x)
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2) La fonction In(x) est définie pour x > 0. Donc f(x) est définie pour 1 + x > 0et1—x > 0.Doux > —-letx < 1,

donc -1 < x < 1. Soit Df =1-1,+1[.
3) Le développement limité de In(1 + x) au voisinage de 0 a 'ordre 3 est

1 1
In(1+x)=x- Exz + gx3 + x°e(x)

4) D’ou

In(1 - x) =In(1 + (-x)) = (-x) - %(—x)2 + %(—x)3 +x7e(x) = —x — %xz - %x

On en déduit le développement limité de f(x) au voisinage de 0 a 'ordre 3 :

+ x3£(x)

f(x)=In(1+x)-In(1-x) = [x - %xz + lxs] - [—x - lx2 - %x3] +x7e(x) = 2x + §x3 +x7e(x)

3 2

5) En utilisant le développement limité ci-dessus, on obtient

1 1 2 2
lim — f(x) = lim — [2x +2x° + x3s(x)] = lim [2 +2x% + xzs(x)] =2
x—0 X x—0 X 3 x—0 3

Exercice Il (15 min, 3 points)

Soit f: R* x R — R une fonction homogene de degré 2 dont on connait les deux dérivées partielles :

3 2
! _ 7y ! _J
felxy) = I fy(x% ) <

1) La dérivée partielle f(x, y) est homogene de degré 1 car

_(Ay)?) ~ _A3y3 ~ )t_y3 _

VA >0 {(Ax, Ay) = = = 1= = M(x,
20 L) = 5507 T s T e T M)
De méme pour fy'(x, ¥).
2) La formule d’Euler donne
.3 2 3 3 5.3 3
B R s A s AN A Y
f(x,y) = xf,(x y)+yfy(x y) X3 +yx i + Pl = f(x,y) "
3) On vérifie que
3 2
] _ —)’ ! _ y
Loy =35 Ly =
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Exercice lll (30 min, 5 points)
On calcule directement la premiere intégrale :

3

3
Izj(xz—l)dxz[lf—x] =9-3=6
0 3 0

La seconde est de la forme u'/2+/u et donc dérivée de u :

]=J2 d dxz[\/acz—ﬂ]

0 Vx2 +1

2
0

Pour la troisiéme, on utilise une intégration par parties, en posant u = x (etdoncu’ = 1) etv’ = e ™ (etdoncv = —e ™) :

K= lee—x dx = [_xe_x](l) - Ll_e_x dx=—e' - [e_x](l) = '—el+l1=1-2¢"

Pour calculer la derniére intégrale, on pose t = Vx — 3. Donc x = t* + 3 et dx = 2tdt. La variable ¢ variant de 12 2.

32

7 2 42 2
X t"+3 2
L=J dx:J ; 2tdt=j2t2+6dt=[§t3+6t]1=(§+12)—(§+6):13—4+6:—

Vx -3 1 3

1

Exercice IV (30 min, 5 points)

On consideére la matrice A = (; ;)

1) Ona
1 1

det A = I3 )

|=1><2—3><1=—1¢O

Donc la matrice A est inversible.
2)

5 (4 3 3 3\ (1 0)_
A _3A‘<9 7)‘(9 6>_(0 1)‘12

AA-3L) =1 _
A -34=1, = A(A-3L)=1, L 2} =>A‘1:A—312=<2 1)
AAT =1,

3)

X o
4) En osanth( )eth( >,ona
P y B

ey = ()0 -() = B = fod = 0)-( A
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