Faculté
de Droit &

des Sciences
Economiques

Session 1

/.

N\

Université
de Limoges

ANNEE UNIVERSITAIRE 2019-2020

Matiére : Mathématiques appliquées — Eléments de correction

Enseignant : Vincent Jalby

Exercicel (30 min, 5 points)
On considere la fonction f(x) = x* — 8x% + L.

1) Lafonction f étant un polynome, elle est définie pour tout x, soit Dy = R.

2) Ona 11111 flx) = lirP f(x) = +co.

3) Ona f’(x) = 4x> — 16x et f’(x) = 12x* - 16.
4) Les points critiques de f(x) sont donnés par la condition nécessaire d'optimalité (CNO) :
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F(x)=0 & 4x’ —16x=0 & 4x(x*—4) =0 & 4x(x—2)(x+2)=0 & x=0oux=2o0ux=—2

La fonction f admet donc 3 points critiques. On utilise les conditions suffisantes d’'optimalité pour déterminer la nature de chaque

point :

5) Le tableau de variations de f(x) est

f7(0) =-16 <0 = f admet un maximum localen x = 0
f"(2) =32>0 = fadmet un minimum local en x = 2

f"(-2)=32>0 = f admet un minimum local en x = -2

X | —00 -2 0 +2 +0o0
f + - +
+00 1 +oo
—15 -15
On en déduit l'allure du graphe de f :
tf(x)

6) On observe donc que f admet des minimums globaux en x = -2 et x = +2 et un maximum local en x = 0.
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Exercice Il (20 min, 4 points)
Soit f la fonction de deux variables définie par f(x, y) = xy pourx > Oet y > 0.

1) Ona
fen=y  fen=x  wn=())  vren-()
2) La courbe de niveau 3 de f est C3(f) = {(x, ¥) € Ry xR, : f(x,y) =3}. Dou

3
fl,y)=3 & xy=3 y=- x>0

. o (1) s ‘ . .
3) Le gradient de f en (3, 1) correspond au vecteur de coordonnées (3) D’ou la représentation graphique :

yl

G (f)

Exercice Ill (55 min, 8 points)
Soit f la fonction de deux variables définie par f(x, y) = x> +4y? — 2xy — 6x.

1) Etude de la convexité de f
a) Les dérivés partielles de f sont

filxy)=2x-2y-6  fixy)=8y-2x  fi(xy)=2 W) = frey)=-2 fi(xny)=8

b) La hessienne et le hessien de f sont donc
2 =2
Hy(x,y) = (_2 8 ) det Hp(x, y) =2 x 8 — (=2) x (-2) = 12

c) Pour tout (x, y) € R?, on a det H(x,y) =12 > 0, 2 (x,y) =220, f)j; (x, y) = 8 2 0. Donc la fonction f est convexe sur
R2,
2) Optimisation sans contrainte

a) Pour déterminer les extremums de f sur R? on utilise les conditions nécessaires d’optimalité :

{fx(x,y):o ﬁ{zx—zywzo (E}{Sy—Zy—6:O (=>{y=1

fy(xy)=0 8y—-2x=0 x =4y x=4
La fonction f admet donc un unique point critique (xo, yo) = (4, 1).
b) Comme la fonction f est convexe, elle admet un minimum global en (4, 1). Ce minimum est f(4,1) = —12

3) Optimisation avec contrainte : on souhaite résoudre le probleme d’optimisation suivant :

) Optimiser f(x, y) = f(x,y) = x* + 4y* — 2xy — 6x
sous la contrainte y — x = 4

a) Le lagrangien associé a (P) est L(x, y,A) = x> + 4y® — 2xy — 6x + A(y — x — 4). Les points critiques de (P) sont données par
les conditions nécessaires d’'optimalité :

L,=0 2x—-2y-6-4=0 24y+30)-2y-6-2=0 y=1
L,=0 &= {8y-2x+i=0 = {x=4y+3A = {A=2x-8y=-14
Ly =0 y—x—-4=0 y—x—-4=0 x=y—-4=-3

Le probleme (P) admet donc un unique point critique (-3, 1) pour A = —14.
b) Comme la fonction objectif f est convexe et la fonction contrainte g(x, y) = y — x — 4 est affine, le probléeme (P) admet un
minimum global en (-3, 1). Ce minimum est f(-3,1) = 37.
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