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Exercicel (30 min, 5 points)
X +1

On considere la fonction f(x) =
1) Lafonction f(x) est définie si et seulement si x # 0. D’ou Dy = R* = ]—c0, 0[ U ]0, +o0].
2) On axl_i)rzloo f(x) = —0et xl—i>l-li-loo f(x) = 400
3) Ona
x>+ 1 1 1 x*-1 2

:X+;=f/()€)=l—?= 2 :f//(X)ZF

fx) =

X

4) Pour déterminer le(s) extremum(s) de f(x), on utilise la CNO puis les CSO :

x2

; =0 = x =1 & x=-1loux=+1
X

(%) 1 > {f”(—l) = -2 <0 maximum local
X) =

f”(-1) =+2>0 minimum local

La fonction f admet donc un maximum local en x = —1 et un minimum local en x = +1.
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6) On voit que les extrémums trouvés ne sont que locaux. Toutefois, sur I'intervalle |—oo, 0[, la fonction admet un
maximum global en x = —1 et sur ]0, +oo[, la fonction admet un minimum global en x = +1.

Exercice Il (30 min, 5 points)
On considére la fonction de deux variables f(x, y) = x* — xy + % ¥ +6.

1) Ona
’ ! 1 144 144 144 44
oy =2x-y filoy)=-x+2y" filey) =2 fixy=-1 fily)=-1 fi=y
2) La matrice hessienne de f et son hessien sont

2 -1
Hf(x,y)z(_l y) detHp(x,y) =2y -1

3) On se propose de résoudre le probleme d’optimisation de f(x, y) :
a) Les conditions nécessaires sont :

{f;(x,y)=0 — {2x—y=0 — {y:Zx — {x(Zx—l):O — {x:Ooux:

D=

fy(x,y)=0 —x+31y*=0 —x+2x>=0 y=2x y=0ouy=1

La fonction f admet donc deux points critiques : (0,0) et (1/2,1).

b) En (0,0), det H f(O, 0) = —1 < 0. Il s'agit donc d’un point col. Pas d’extremum en (0, 0).
En (1/2,1), det Hf(1/2,1) = 1 > O et f’:;(l/z, 1) = 2 > 0. La fonction f admet donc un minimum local au point
(1/2,1).

Exercice lll (45 min, 7 points)
Pour K € R, on considere le probleme d'optimisation suivant
P) Optimiser f(x, y) = x> + y*
sous la contrainte y — 2x = K

1) Méthode de Lagrange

a) Lafonction f(x, y) est une fonction convexe sur R2 comme somme des deux fonctions convexes d’une variable :
x > x% et Yy y2.

b) Le lagrangien associé a (P) est L(x, y,4) = x> + y* + A(y — 2x — K). Les CNO sont alors

Li(x,y9,A) =0 2x —2A=0 x=2A x:—éK
Ly(x,p,0) =0 & (2y+1=0 — y:—% — y:%[{
Li(x,3,4) =0 y-2x—K=0 -4-20=K A=-2K

Le probleme (P) posséde donc un unique point candidat (xo, yo) = (2K, 2 K). Comme la fonction f est convexe et
la fonction contrainte y — 2x — K est affine, le probleme (P) admet un minimum global en (xo, yo).

2) Méthode de substitution
a) Sous la contrainte y — 2x = K,ona y = 2x + K, dou

flx,y) = f(x,2x+K) = x2 + (2x + K)? = 5x% + 4Kx + K% = h(x)

Résoudre (P) revient alors a optimiser h(x).

b) Ona h’(x) = 10x + 4K et h”’(x) = 10. La CNO h’(x) = 0 donne x = —4K/10 = —2K/5. Comme la fonction
h est convexe (h”'(x) = 10 > 0, Vx), elle admet donc un minimum global en xg = —2K/5. Il en est donc de méme du
probléme (P) avec yo = 2x¢ + K = K/5.

3) Lorsque K = 5, le probleme (P) posséde un minimum global en (xo, o) = (-2,1). Ce minimum est f(-2,1) = 5.

2/2



